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o (a,b,c) € Z° solucién de x? + y? = 22 — (4, %) punto de
x>+ =1

e E reciprocamente.
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Problema
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Problema

Definiciéon 1.1.1

Unha forma cuadrdtica q sobre K é un polinomio homoxéneo de grao 2
sobre K. Como car(K) # 2, podemos escribir 4 como

n
q(xl, 5004 xn) = Z lll'jxiX]' con 111']' = aﬁ Vl,]
ij=1

A matriz A := (a;;) chdmase matriz da forma cuadratica g.
Chamaremos discriminante de q a d := det(A).
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Corpos p-adicos Qy
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Corpos p—adicos Q,

Definicién 2.2.4

Chémase anel dos enteiros p—ddicos ao anel (conmutativo)

Z, =lmZ/p"Z C [[2/p"Z

n>1

onde os homomorfismos ¢, 1: Z/p" ' Z — Z/p"Z son os
homomorfismos de paso ao cociente (polo ideal p"Z/p""'7Z de
Z/p" 7).
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Corpos p—adicos Q,

Definicién 2.2.4

Chémase anel dos enteiros p—ddicos ao anel (conmutativo)

Z, =lmZ/p"Z C [[2/p"Z
n>1

onde os homomorfismos ¢,11: Z/p"Z — Z/p"7Z son os
homomorfismos de paso ao cociente (polo ideal p"Z/p""'7Z de
Z/p" 7).

Definicién 2.2.14

Definese o corpo dos niimeros p—idicos @, como o corpo de fracciéns do
dominio Z.
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Corpos p—adicos Q,

e Todo elemento non nulo de Z, pédese escribir de forma tinica
como p"uconu € Z;,n € N.

e Todo elemento non nulo de Q, pédese expresar como p'w con
t € Z, w unidade de Z, e ademais temos que o elemento % de Q,

xera Q, como Z,—subéxlebra, i.e., ZP[%] = Qp.
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Corpos p—adicos Q,

e Todo elemento non nulo de Z, pédese escribir de forma tinica
como p"uconu € Z;,n € N.

e Todo elemento non nulo de Q, pédese expresar como p'w con
t € Z, w unidade de Z, e ademais temos que o elemento % de Qp

xera Q, como Z,—subéxlebra, i.e., ZP[%] = Qp.

Definicién 2.2.9
(Valoracién p—ddica) Definese a valoracién p—ddica en Z, como:

vp(0) = o0
vp(p

"u) = n, sendo u unha unidade

Tamén definimos |a| := p=*?) e d(a,b) := |a — b| paraa,b € L.
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Corpos p—adicos Q,

e Todo elemento non nulo de Z, pédese escribir de forma tinica
como p"uconu € Z;,n € N.

e Todo elemento non nulo de Q, pédese expresar como p'w con
t € Z, w unidade de Z, e ademais temos que o elemento % de Qp

xera Q, como Z,—subéxlebra, i.e., ZP[%] = Qp.

Definicién 2.2.9

(Valoracién p—ddica) Definese a valoracién p—ddica en Z, como:

vp(0) = o0
vp(p

"u) = n, sendo u unha unidade

Tamén definimos |a| := p=*?) e d(a,b) := |a — b| paraa,b € L.

e d é métrica en Z, e esténdese a Q; asf da unha estrutura de
espazo métrico en Q C Q. Q, resulta completacion de Q.
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Ferramentas
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Ferramentas

Definicién 3.1.1

Sexa p un primo impar e a € Z. Definese o simbolo de Legendre de a con
respecto a p como

0 sepla
(a/p) =< +1 seaéun cadrado modulo p

—1 seanon é un cadrado médulo p
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Ferramentas

Sexa V = {p € N: p primo} U {00}, e pofiamos Q- = R. Se a,b € Q*,
denotaremos por (a, b), o simbolo de Hilbert das imaxes de a e b en Q.

Definiciéon 3.4.1

Sexa v € V esexana, b € Q. Definimos o simbolo de Hilbert dea e b
como

1 seax? + by? = z? ten algunha solucién
(a,b) := Q2 > (x,y,2) # (0,0,0)

—1 en caso contrario
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Ferramentas

Sexa V = {p € N: p primo} U {oo}, e ponamos Q», = R. Se a,b € Q¥,
denotaremos por (a, b), o simbolo de Hilbert das imaxes de a e b en Q.

Definiciéon 3.4.1

Sexa v € V esexana, b € Q. Definimos o simbolo de Hilbert dea e b
como

1 se ax? + by? = 22 ten algunha solucién

(a,b) = Q@ > (x,y,2) # (0,0,0)

—1 en caso contrario

Teorema 3.5.1
(Férmula produto). Se a,b € Q*, verificase:

(1) (a,b), =1 paratodo v € V salvo en grao sumo un ndmero finito.
(1) Toev(ab)o =1
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Ferramentas

Corolario 3.4.11

Sexan a,b € Q. Pofiamos a = up®,b = vp® con u,v € Z,.
(1) Sep # 2, tense

(a,b) = (-1)*5"% (@/p)° (3/p)°

onde u é a imaxe de u polo homomorfismo de reducién médulo
p, Zy — (Z/pZ)*, e (u/p) é o simbolo de Legendre.

(n) Sep =2,
(a b) _ (_1)s(u)€(v)+aw(v)+ﬁw(u)
onde £(u) é a clase de 5! médulo 2 e w(u) é a clase de ”28_ L
modulo 2.
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Caso QO =R
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Sexa g unha forma cuadratica non singular de rango n sobre R. Como
todo nimero real é un cadrado ou o oposto dun cadrado, eliminando
cadrados podemos atopar unha base ortogonal na que
_ .2 2 _ .2 2
q=x]+ ..+ X =X — . — Xy
conr+s=mn
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Sexa g unha forma cuadratica non singular de rango n sobre R. Como
todo nimero real é un cadrado ou o oposto dun cadrado, eliminando
cadrados podemos atopar unha base ortogonal na que

_ 2 2_ .2 2
g=x7+ .. +X; — Xy — o — X4

conr—+s=mn

Teorema 4.2.1

(r,s) é independente da base elixida.
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Sexa g unha forma cuadratica non singular de rango n sobre R. Como
todo nimero real é un cadrado ou o oposto dun cadrado, eliminando
cadrados podemos atopar unha base ortogonal na que

_ 2 2_ .2 2
g=x7+ .. +X; — Xy — o — X4

conr—+s=mn

Teorema 4.2.1

(r,s) é independente da base elixida.

Definicién 4.2.2

Chamase signatura de g ao par de ntimeros naturais (7,s).
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Sexa g unha forma cuadratica non singular de rango n sobre R. Como
todo ntimero real é un cadrado ou o oposto dun cadrado, eliminando
cadrados podemos atopar unha base ortogonal na que

_ 2 2_ .2 2
g=x7+ .. +X; — Xy — o — X4

conr—+s=mn

Teorema 4.2.1

(r,s) é independente da base elixida.

Definicién 4.2.2

Chamase signatura de g ao par de ntimeros naturais (7,s).

Corolario 4.2.3

Dtas formas cuadréticas non singulares sobre R son equivalentes se e
SO se tefien a mesma signatura.
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Caso Qp
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Sexa q = a1x3 + ... + a,x2 unha forma cuadrética non singular de rango
n sobre Q.

o Na definicién 1.1.1 tamén definimos o discriminante d := []\_; a; de
q, que se pode pensar como un elemento de Q;/ (Q;)2

o Na definicion 4.1.1 definimos un invariante ¢ := [];;(a;, )0
asociado 4 forma cuadrética g.
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Sexa q = a1x3 + ... + a,x2 unha forma cuadrética non singular de rango
n sobre Q.

o Na definicién 1.1.1 tamén definimos o discriminante d := []\_; a; de
q, que se pode pensar como un elemento de Q;/ (Q;)2

o Na definicion 4.1.1 definimos un invariante ¢ := [ ];_;(a;,4;)o
asociado 4 forma cuadrética g.

Teorema 4.1.7

Dtas formas cuadraticas non singulares sobre @, son equivalentes se e
s se tefien 0 mesmo rango, o mesmo discriminante d e 0 mesmo
invariante .
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Caso Q: Teorema de
Hasse-Minkowski
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Caso Q: Teorema de Hasse-Minkowski

Sexa g unha forma cuadratica non singular de rango n sobre Q e sexa
v € V. Denotemos por g, a forma cuadrética obtida via a inclusiéon

Q — @, cando v = p. Cando v = oo, podemos definir e,
analogamente ao caso v = p.
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Caso Q: Teorema de Hasse-Minkowski

Sexa g unha forma cuadratica non singular de rango n sobre Q e sexa
v € V. Denotemos por g, a forma cuadrética obtida via a inclusiéon

Q — @, cando v = p. Cando v = oo, podemos definir e,
analogamente ao caso v = p.

Teorema 5.0.1

(Hasse-Minkowski). Unha forma cuadratica non singular g sobre Q
representa cero se e sé se g, representa cero para todov € V.
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Caso Q: Teorema de Hasse-Minkowski

Sexa g unha forma cuadrdtica non singular de rango n sobre Q e sexa
v € V. Denotemos por g, a forma cuadrética obtida via a inclusiéon

Q — @, cando v = p. Cando v = oo, podemos definir e,
analogamente ao caso v = p.

Teorema 5.0.1

(Hasse-Minkowski). Unha forma cuadratica non singular g sobre Q
representa cero se e sO se ¢, representa cero para todov € V.

Corolarios 5.0.4 e 5.0.5

@ 5.0.4. Daas formas cuadraticas racionais non singulares g, 4’ son
equivalentes sobre QQ se e s6 se 0 son sobre Q, para todov € V.

@ 5.0.5. Duias formas cuadraticas racionais non singulares son
equivalentes se e s6 se tefien 0 mesmo rango, a mesma signatura,
o mesmo discriminante (médulo cadrados) e para todov € V o
mesmo invariante &,,.
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Caso Q: Teorema de Hasse-Minkowski

Sexa q unha forma cuadratica non singular de rango 1 sobre Q,
ae Q;/(Q;;)Z. Entén
(1) Sen =1,qrepresentaaseesdsea =d.
(1) Sen =2, qrepresentaase e s se (—d,a) = e.
(1) Se n = 3, g representa a se e s6 se

—d#a ou {-d=a e (-1,-d)=c¢}

(Iv) Se n = 4, q sempre representa a.
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