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Resumo

A clasificaciéon de formas cuadraticas sobre un corpo é un problema funda-
mental en matemaéticas. Cando o corpo base é R, C ou un corpo finito, a clasifica-
cién é completamente elemental. Nesta memoria trataremos a clasificacién sobre
o corpo Q dos ntiimeros racionais (Teorema de Hasse-Minkowski), que é un problema

moito mais dificil.

Abstract

The classification of quadratic forms over a field is a fundamental problem in
mathematics. When we work with the fields R, C or a finite one, classification
is completely straightforward. On this report we will deal with the classification
over the field Q of rational numbers (Theorem of Hasse-Minkowski), which is by far

a more difficult problem.
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Introducion

Unha ecuacion dioféntica é unha ecuacion f(xy, ..., x,) = 0 onde f é un polino-
mio con coeficientes enteiros e buscamos soluciéns nos niimeros enteiros. Cando
f é un polinomio de grao 1, a resolucién da ecuacion é facil. Se n = 1 é claro, se
n = 2 temos a ecuacioén

ax +by =c

que se resolve facilmente pola identidade de Bezout e o caso n > 2 redticese a este.

Cando f é un polinomio de grao > 2, a situacién é xa moi complicada. Al-
gunhas ecuaciéns particulares foron xa estudadas na antigiiidade, como a ecua-
cién pitagorica x* + y* = z? ou a ecuacion x* + y* = 2z? que nos da tres cadrados
en progresion aritmética (x?,z%, y?). Se f(xy, ..., x,) = 0 ten solucién, entén a con-
gruencia f(xq,...,x,) =0 (mo6d m) ten soluciéon para calquera enteiro m > 0,
e asi temos condiciéns necesarias, facilmente comprobables para a existencia de
soluciéns da ecuacion diofantica. Asi, por exemplo, a ecuacion x? + y? = 3z% non
ten solucién distinta de (0,0,0), xa que médulo 3 a tnica solucién é (0,0,0), é
dicir, as tnicas posibles soluciéns da ecuacion serfan (3a)? + (3b)? = 3(3a)?. To-
mando unha tal solucién non nula co menor posible valor absoluto de x, obtemos

a contradicion de que a? + b?> = 3¢? danos unha solucién menor.

Porén, estas condiciéns necesarias non son en absoluto suficientes. Por exem-
plo, a ecuacién 3x3 + 4y +5z% = 0. Verificase que ten solucién non trivial médulo
m para calquera m > 0 (e tamén ten soluciéns nos nlimeros reais) e non obstante

non ten ningunha solucién enteira. Este exemplo aparece en [5].

Estas ecuaciéns anteriores son ecuacioéns definidas por polinomios homoxé-

neos. Neste caso, non hai moita diferencia entre buscar soluciéns en nimeros
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racionais ou en niimeros enteiros, pois podemos multiplicar por un enteiro para
eliminar denominadores. O noso principal obxectivo nestas notas é demostrar o
Teorema de Hasse-Minkowski, que afirma que unha ecuacién homoxénea de grao 2
ten solucién (non trivial) se e s6 se ten solucién médulo m para todo m > 0 e nos
numeros reais. Como acabamos de ver no exemplo de Selmer, isto non é certo xa
para o caso de ecuaciéns de grao 3. No caso de ecuaciéns de grao 2 non homoxé-

neas é facil ver que tampouco é certo. Por exemplo [7] a ecuacién x? + 23y> = 41
14
373
para calquera m coprimo con 3. Tamén (

) e asi ten solucién nos ntimeros reais e médulo m
9 35
471
moédulo 3! para todo t. Non obstante unha comprobacién directa proba que non

ten a solucion racional (

) é solucion co cal tamén ten soluciéon

ten ningunha solucién enteira xa que se x > 6 ouy > 1, x* 4+ 23y* > 41.

A linguaxe axeitada para traballar non é a das congruencias, senén a dos nu-
meros p—adicos. No corpo Q dos ntimeros racionais existe para cada primo p a
valoracioén p-adica que nos da unha estrutura de espazo métrico, asi como a mé-
trica usual. As completacions respectivas son o corpo dos ntimeros p-adicos Q,
e o corpo dos nimeros reais R. O corpo Q, ten unha estrutura topoldxica e al-
xébrica moi comoda: é localmente compacto e é o corpo de fracciéns do subanel
aberto Z, dos enteiros p—adicos (que é un dominio compacto e asi completo) cun
subgrupo de unidades facil de caracterizar. Unha vez estudados estes corpos p—
adicos (seccion 2) as seguintes secciéns enfécanse na demostracion do teorema de
Hasse-Minkowski, que neste contexto entinciase da seguinte forma: unha ecuacion
f(x1,...,x,) = 0 con f un polinomio homoxéneo de grao 2 con coeficientes racionais ten

solucion en Q se e s6 se ten solucion en R e en Q, para todo niimero primo p.

Para que o resultado sexa ttil, é necesario ter criterios comodos para saber
cando unha ecuaciéon homoxénea cuadratica ten soluciéon en Q, ou en R. Isto faise
no capitulo 4 resolvendo o problema en termos de certos invariantes numéricos
(discriminante e simbolo de Hilbert). O discriminante é inmediato de calcular.
Para o simbolo de Hilbert, no capitulo 3 obtéfiense férmulas explicitas, grazas a un

estudo dos grupos de unidades de Z, e Q,.

Non hai nestas notas ningtin resultado nin demostracién nova. Esencialmente

seguimos os tratados de J.P Serre [6], Z.1.Borevich, 1. Shafarevich [1]. Ainda que no
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primeiro capitulo desenvolvemos toda a teoria que necesitamos de formas cua-

draticas sobre corpos arbitrarios, recomendamos [4] para afondar en dita teorfa.






Notacion

— Chamaremos anel a un anel conmutativo con unidade.

— Os seguintes conxuntos seran denotados como segue:
- N o conxunto dos niimeros naturais,
- Z o anel dos nimeros enteiros,
- Q o corpo dos niimeros racionais,
- R o corpo dos nimeros reais,
- Z/nZ o anel das clases de restos (mod n).

— A inclusién de conxuntos denotarse por C.

— Todos os corpos que aparecen son de caracteristica # 2.
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Capitulo 1

Formas cuadraticas sobre corpos

1.1. Conceptos basicos

Sexa K un corpo de caracteristica # 2 (os corpos cos que traballaremos se-
ran de feito de caracteristica cero, pero esta restriciéon é innecesaria e tampouco

simplifica nada).

Definicién 1.1.1 Unha forma cuadrética g sobre K é un polinomio homoxé-
neo de grao 2 sobre K. Como car(K) # 2, podemos escribir 4 como

n
q(xl, 000 xn) = Z LZ,‘]'.XZ'X]‘ con a,']' = ﬂj,‘ Vl,]
ij=1
A matriz A := (a;;) chdmase matriz da forma cuadratica 4. Chamaremos

discriminante de g a d := det(A).

Observacion 1.1.2 Podemos pensar unha forma cuadrética como unha aplicacién

g: W — K dun espazo vectorial W de dimension finita n en K que verifica:
(1) g(Aw) = A?q(w) paratodo A € K,w € W.

(I1) by: W x W — K, by(x,y) := 1(q(x +y) — q(x) — q(y)) é unha forma bi-
linear simétrica, é dicir, by(x1 + x2,¥) = by(x1,y) + by(x2,y), by(Ax,y) =
Aby(x,y), by(x,y) = by(y, x). Ademais, q(x) = b,(x,x) = x'Ax, onde x'

denota o vector transposto de x.
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Diremos que g ten rango ou dimensién n (= dim(W)), e para deixar claro o espazo
vectorial ao que asociamos a forma cuadratica, tamén nos referiremos a 4 como
(W, q).

Notese que se b: W x W — K é unha forma bilinear simétrica, entén a aplica-

cion g,: W — K, x — g,(x) := b(x, x) é unha forma cuadrética. Deste xeito

by, (x,y) = b(x,y)
qn, (x) = q(x)

e asi podemos identificar formas cuadréaticas con formas bilineares simétricas.

Observacion 1.1.3 Se {e¢j, ..., ¢, } é unha base de We x = Y| | x;e; € W, podemos
traballar con g nas coordenadas (x, ..., X, ), pois tense que a matriz de g respecto
desta base serd A = (a;;) = (by(ei, ¢;)); e se P é unha matriz de cambio de base,
polo tanto invertible, a matriz de g respecto da nova base serd A’ = PAP'. N6tese
que det(A') = det(A)det(P)?, polo que o discriminante de ¢ estd determinado sal-
vo multiplicar por un elemento de (K*)?, é dicir podemos velo como un elemento
de K*/(K*)2.

Definicién 1.1.4 Se (W, q) é unha forma cuadrética, dous vectores x,y € W
son ortogonais se b,(x,y) = 0. Denétase x L y. Dous subespazos U,V C W
son ortogonais se u L v para todou € Ue v € V. Chdmase ortogonal
deU Cc WalUt :={w e W:w L u VYu € U}, que claramente é un
subespazo vectorial de W pola bilinearidade de b,. Chamaremos radical de
g arad(q) :== W*. Dise que q é non singular (ou non dexenerada, regular)

se rad(q) = 0.

Observacion 1.1.5 Se (W, q) é unha forma cuadratica, temos unha forma cuadra-
tica inducida por q (W /rad(q),q) que é non singular. Se U C W é un subespazo

vectorial, (U, q;) é unha forma cuadratica.

Definicién 1.1.6 Sexan Uy, ..., U,, subespazos vectoriais de W. Dicimos que
W é suma directa ortogonal dos U; se estes son ortogonais dous a douse W

é suma directa deles. En tal caso escribiremos

W=U, LU L..LU,
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Observacion 1.1.7Sex € W, x = x1 + ... + X, x; € U;, entén

q(x) = g1(x1) + o + G (xm)

onde g; = qy,- Reciprocamente, se temos unha familia de formas cuadraticas

(Ui, q:),i=1,...me W = @, U, construimos a forma cuadratica

(@1 + oo+ @) (Y1, s X)) 2= 1 (x1) + o+ G (X)
denominada suma directa das formas cuadraticas g;. Tense W =_L7", U;.

Lema 1.1.8 Sexa (W, g) unha forma cuadratica, U C W un subespazo vectorial.

Enton:
(@) rad(qu) =UNU" =rad(qy.) e (UT)*" =U.

(II) Se (U, gu) é non singular, enton W = U L U*, e asi dim(q) = dim(qy) +
dl?’l’l(q‘uL)

Demostracion.  (I) E claro.

(I) Sexa U* o espazo vectorial dual de U. A aplicacién lineal B: U —
U*,u + by(u,-) ten ntcleo rad(qy;) = 0. Asi, é un isomorfismo. Sexa
{e1, ...,e,} unha base de U, {e}, ...,e;:} a sta base dual, f; = B~!(¢}). En-
ton {fi,..., f} € unha base de U e b,(fi,e;) = by(fi)(e;) = ef(ej) = &j
(delta de Kronecker). Asi, para todo w € W, w = x + y con x =
Yiibg(we)f,y=w—x=w-—Y.,b,(w,e)fi, onde claramente x € U,
e como by(y,e;) = by(w,e;) — by(w,e;) = 0 Vj, temos y € U*t. Asi
W = U + U*. Por outra parte, U N U+ = 0 por (I).

|

Definicién 1.1.9 Unha base {ey, ..., ¢,} dunha forma cuadrética (W, q) dise
ortogonal se todos os seus elementos son ortogonais dous a dous (i.e., se
bq(ei, 6]') =0Vi V])

Observaciéon 1.1.10 A matriz dunha forma cuadratica respecto dunha base or-
togonal {e, ..., e, } é diagonal e, se x = Y7 ; x;¢;, a expresion de g nesta base é

g(x) = a1x% + ... + a,x% onde (a4, ..., a,) é a diagonal da matriz.
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Teorema 1.1.11 Toda forma cuadratica (W, g) ten unha base ortogonal.

Demostracion. Se g = 0, todas as bases de W son ortogonais. Supofiamos que
g # 0. Usaremos inducién en n = dim(W). Se n = 0 é trivial. Supofiamos o
resultado certo para espazos de dimensién n—1. Tomamos un elementoe; € W
tal que g(e1) = by(e1,e1) # 0. Tense dim((e1)~) = n — 1 e como consecuencia
do lema 1.1.8 (II), W = (e1) L (e1)*. Por hipétese de inducioén, (e;)* ten unha
base ortogonal {ey, ..., e, }. Asi, {e1, €2, ..., €, } é unha base ortogonalde W. W

Observacion 1.1.12 Do teorema 1.1.11 e da observacién 1.1.3 deducimos que unha

forma cuadrética é non singular se, e s se, o seu discriminante é non nulo.

Definicién 1.1.13 Duas bases ortogonais E = {ey,...,e,} e E' = {¢], ..., e, }
dunha forma cuadratica (W, ) dinse contiguas se tefien algin elemento en

comun (i.e., se existen i e j tales que ¢; = ¢;).

Teorema 1.1.14 Sexa (W, ) unha forma cuadratica non singular de dimen-
sion > 3,esexan E = {ey, ...,e,} e E' = {¢], ..., ), } duias bases ortogonais de
W. Existe unha sucesion finita E°, E', ..., E™ de bases ortogonais de W tales
que E° = E,E" = E’ e E' é contigua a E'*! para 0 < i < m.

Demostracion. Distinguiremos 3 casos

(D) by(er, e1)by(er, €y) — (by(er,€)))* # 0. Entén e; e €} non son colineares e 0

plano P = (ey, ¢}) é non singular. Logo existen v,, v} tales que

P ={e1) L (vp) = (e}) L (v3)

Posto que P é non singular, polo lema 1.1.8 (II), temos W = P L P+. Sexa
{v},...,v),} unha base ortogonal de P+. Obtemos asi a cadea de bases

ortogonais contiguas de E a E’ (recordemos que n > 3)

E — {e1, 02,03, ...,0,} — {€},v5,v3,...,0,} — F'

(D) b,(e1,e1)by(e2,€2) — (by(e1,2))* # 0. A mesma proba, substituindo e} por

/
e5.
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(I) b,(e1,e1)b, (e, €l) — (by(er,e}))* =0, parai=1,2.
Probaremos primeiro que existe k € K tal que e := ¢} +ke}, é non isétropo
e xera, xunto con e;, un plano non singular. Enumeraremos os casos non
permitidos de k.

Tense (&) = by(ex, &) = by(e}, e}) + k?by (e}, €5); logo ex € non isotrépico

seesdsek? # — Z:EZ 2; . En segundo lugar, pola observacién 1.1.12, o plano

(1) + (@)

é non singular se e s6 se b,(e1, e1)b, (e, &) — (by(e1,))* # 0, pois este
é o seu discriminante. Usando as propiedades de b, isto reducese a que
se verifique —2kb,(e1, €})b,(e1, ;) # 0. Ademais, como tamén por hipé-
tese b,(e1,e;) # 0 parai = 1,2, isto é equivalente a k # 0. Logo témolo
probado para corpos K con mdis de tres elementos. Queda o corpo de 3
elementos (recordemos que a caracteristica de K é # 2), pero para este
caso é facil ver que k = 1 é un valor valido. En efecto, temos que com-

probar polo que acabamos de ver
oy 7= —1 (i) = 2b4(er, €1)bg(e1,€3) # 0

Temos neste caso (III) que by(er, e1)by(ef, e))=bg(er,e))* e
by(e1,e1)by(eh, €5)=b,(e1,¢€,)*. Dividindo a primeira igualdade pola
segunda obtemos

b‘i(elllell) _ bq(elfeﬁ)z - (bq(el,e’l)>2

bv/(elzrelz) B bq(elfelz)z N bq(elfelz)

e este valor é # —1 en Z/3Z, pois —1 non é un cadrado neste cor-
po. Isto proba (i). Para ver (ii), como K é un corpo de caracteristica
# 2, é suficiente ver que b,(e1,€}) # 0 # by(e1,€). Pero by(e1,€))* =
by(e1,e1)by(e}, e}) # 0 pois e; e e} non son isétropos, e asi b,(eq, ;) # 0.

De forma analoga vese que b, (eq,e5) # 0.

Agora ben, tomemos ¢ tal que k estea nalgunha das condiciéns anterio-
res. Posto que ¢, é non is6tropo existe v, tal que {ex, v, } forma unha base

ortogonal de (¢}, ¢,). Ponamos

E" = {&, vy, ¢, ...,e.}
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que é claramente unha base ortogonal de W. Posto que (e;, &) é un plano
non singular por construcién, usando ¢, no lugar de ¢} na proba do caso
(I), vemos que existe unha cadea de bases ortogonais contiguas de E a

E".Posto que n > 3, E” é contigua a E’, e séguese o resultado.

Definicién 1.1.15 Dicimos que un elemento x dunha forma cuadratica
(W, q) é isétropo se g(x) = 0. Un subespazo U de V chamase is6tropo se
au = 0.

Dicimos que (W, ) é un plano hiperboélico se W ten unha base formada por

todos os seus elementos son is6tropos. En este caso q; = O e asi b

dous elementos isétropos x, y tales que b,(x,y) # 0.

Observacién 1.1.16 Na definicién de plano hiperbdlico podemos supofier que

by(x,y) =1 con tal de multiplicar y por (b,(x,y)) ' previamente.

Proposicién 1.1.17 Sexa x un elemento isétropo # 0 dunha forma cuadréatica non
singular (W, g). Entén existe un subespazo U de W que é un plano hiperbdlico e

contén a x.

Demostracién. Posto que g é non singular, existe un elemento z € W tal que
by(x,z) = 1. O elemento y = 2z — b,(z,z)x é isétropo e b,(x,y) = 2. Asi, o
subespazo U = (x, y) ten a propiedade buscada. |

Corolario 1.1.18 Se (W, g) é unha forma cuadratica non singular que contén un

elemento is6tropo # 0, tense g(W) = K.

Demostracion. Sexa k € K. Vexamos que existe w € W tal que g(w) = k. En
vista da proposicion anterior, é suficiente con probalo para o caso no que (W, g)
é un plano hiperbdlico con base formada por dous elementos x,y isétropos

tales que b,(x,y) = 1. Tomando w = x + £y, temos

k k k k k
q(x + Ey) = by(x + Syx+ Ey) = by(x,x) + 2(§)bq(x,y) + (E)qu(y,y) =k
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1.2. Teoremas de Witt

Definicién 1.2.1 Sexan duas formas cuadraticas (W, q), (W', q’). Dicimos
que unha aplicacién linear inxectiva : W — W’ é unha isometria se ve-
rifica

by(o(x),0(y)) = by(x,y) V(x,y) € WxW
g e q' diranse isométricas ou equivalentes, e escribiremos g ~ g, se existe
unha isometria o: W — W’ bixectiva.

Observacion 1.2.2 A definicién de plano hiperboélico (W, q) é equivalente a que
g sexa unha forma cuadrética de dimension 2 tal que g(x1,x2) ~ x1xp ~ x7 —

x3. Para comprobar a segunda equivalencia basta tomar a isometria bixectiva
1 1
U(xllxz) = (\ﬁ(ﬁﬁ + xz), ﬁ(iﬁ - xz))~

Proposicién 1.2.3 Sexan (W, q) e (W', q') daas formas cuadraticas non singulares.
Se c: W — W' é unha aplicacion linear tal que b, (c(x), o (y)) = by(x,y) V(x,y) €
W x W, entén ¢ é unha isometria.
Demostracién. Supoiiamos que x € W é tal que o(x) = 0. Entén para todo
v e W, by(x,y) =by(c(x),0(y)) =0easix =0, xa que g énonsingular. M

Lema 1.2.4 Sexan (W, q), (W', q’) duas formas cuadréticas non singulares e U un
subespazo vectorial de W. Supofiamos que existe unha isometria o: U — W'. Se
qgju € singular, podemos estender ¢ a unha isometrfa o1 : U; — W', onde U é un
hiperplano de U;.

Demostracién. Sexan U* o espazo vectorial dual de U e x € rad(q;y) non nulo.
Podemos tomar f € U* de forma que f(x) = 1. Doutra banda, a aplicacion
lineal B: W — W*,w +— b,(w,-) é un isomorfismo, tal e como se ve na de-
mostracién do lema 1.1.8, xa que q é non singular. Logo existe y € W tal que
f(u) = b,(y, u) para todo u € U. Tomemos z = y — 1b,(y,y)x. Asi by(z,z) =0
e by(y,u) = by(z,u) = f(u) para todo u € U. Poiiemos U; := U P(z), que
claramente contén a U como hiperplano xa que en caso contrario, z € U e
f(x) = by(z,x) = 0, pois x € rad(qy), o que é unha contradicién. Podemos
aplicar o mesmo procedemento a U’ = o(U),x’ = o(x)e f' = fo Uﬁll, onde
ou: U — U, obtendo 2/ € W' e Uj := U’ @(z'). E claro que a aplicacién li-

neal 01: U; — W’ que coincide con ¢ en U e envia z en z’ é unha isometria
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bixectiva de U; en U] (pois z,z’ escolléronse isétropos e se 1/ = o(u), tense

by (z2,u) = f/(u') = F(u) = by(z,u)). .

Teorema 1.2.5 (Teorema de Witt). Sexan (W, q), (W’',q’) daas formas cua-
dréticas non singulares isométricas e U un subespazo vectorial de W. Cal-
quera isometria ¢: U — W' pode ser estendida a unha isometria bixectiva
de Wen W'

Demostracion. Posto que g e q' son isométricas, podemos asumir que (W, q) =
(W', q'). Usaremos inducién en dim(q). Polo lema 1.2.4 s6 temos que preocu-
parnos do caso U singular.

Se dim(qy) = 1, U estd xerado por un elemento x non is6tropo; tomamos
y = o(x) e tense b,(x,x) = b,(y,y) pola propiedade da isometria. Podemos
escoller k = 1 ou k = —1 de forma que x + ky é non isétropo. En caso contrario

0=q(x+y) =b(x+y,x+y)=b(x,x) 4+ 2b,(x,y) + b, (v, y)

)
= 2b,(x,x) + 2b,(x,y)
0=q(x—y) =by(x —y,x —y) = by(x,x) — 2b,(x, ) + by(y,y)
= 2b,(x, x) — 2b,(x, y)

e terfase q(x) = by(x,x) = 0, absurdo. Pofiamos z = x + ky para tal elecciéon

de k. Polo lema 1.1.8 (II), tense W = (z) L (z)*.Sexa f: W — W a simetrfa

con respecto a (z)* (que é unha isometria), definida por f(w) = w — 2( IZ((IZU;) )z,

que leva z en —z e é a identidade en (z)*. Posto que b,(x — ky, z) = b,(x,x) —
by(v,y) = 0 deducimos que x — ky € (z)* e asi

f(x) =kf(y) = flx —ky) = x —ky

fx) +kf(y) = flx+ky) = f(z) = —z= —x —ky
co que f(x) = —ky e asi —kf é unha estension de o.
Se dim(qy) > 1, descompoiiemos U na forma U; L U, con Uy, U, # 0. Por
inducién, sabemos que a restricion oy: U; — W de ¢ a U; esténdese a unha

isometria bixectiva 7;: W — W.Se x € U; e z € U, temos

by(x, 7 (0(2))) = by(Ti(x),0(2)) = by(0(x), 0(2)) = by(x,2) = 0

resultando en que 7; ' o 0(U;) C Uj. Como U, C U, pola hipétese de in-

ducién na dimensién, a isometria Tl_l o 0 restrinxida a U, esténdese a unha
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isometria bixectiva 7,: Ui — Uj", que en particular verifica 7y o 72 (x) = o(x)
para todo x € U,. Estd claro que se definimos 7: W — W como ¢ en U, e como

71 0 T, en Ui, logo T é unha isometria bixectiva que estende ¢. [ |

Corolario 1.2.6 Sexa (W, q) unha forma cuadratica non singular e sexan U, U’
dous subespazos vectoriais de W. Se U e U’ son isométricos, entén U+ e U+ son
isométricos.

Demostracion. Usando o teorema 1.2.5, estendemos unha isometria entre U e U’

a unha isometria bixectiva entre W e W’ e restrinximos a U+ e U'". [ |

Definicién 1.2.7 Diremos que unha forma cuadrética (W, q) representa un
elemento a de K se existe x € W, x # 0, tal que q(x) = a. En particular, g

representa 0 se e s6 se W ten un elemento is6tropo non nulo.

Sexan (W, q) e (W', q") daas formas cuadréticas de dimensions n e m respecti-

vamente. Denotaremos por q + 4’ & forma cuadratica

(q+9)(x1, oo, Xpiom) = g(x1, o0, X0) + G (Xn1, o) Xnigm)

de dimensién n + m, que estard asociada ao espazo W L W'. Analogamente,

escribiremos g — g’ para denotar g + (—¢’).

Proposicién 1.2.8 Se q é unha forma cuadrética non singular que representa 0,
existen unha forma cuadrética hiperbélica ¢, e unha forma cuadréatica non singu-

lar g’ tales que g ~ g, + q’. Ademais, g representa todos os elementos de K.

Demostracion. Isto é a proposicion 1.1.17 e o corolario 1.1.18. O feito de que g’

sexa non singular séguese do lema 1.1.8. n

Observacion 1.2.9 Deducimos da proposicién 1.2.8 que unha forma cuadratica non

singular de rango 2 e discriminante d, representa cero se e s6 se —d = 1 en
K*/(K*)? (i.e, —d é un cadrado). Isto tamén é f4cil de ver directamente: a;x3 +
ax5 = 0conx; # 0 # x & —a3 = (i—;)z < —7 € un cadrado. Pero —d =
—may = Eg2 =~ (med (K*)?).

az a2

Corolario 1.2.10 Sexa (W, q) unha forma cuadrética non singular de dimensién

n —1esexaa € K*. As seguintes afirmaciéns son equivalentes

(I) g representa a.
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() g ~ q' 4 az?, onde ¢’ é unha forma cuadratica en n — 2 variables.

(IlT) A forma q — az? representa 0.

Demostracion. (I) < (II). E claro que (II) = (I). Reciprocamente, se g repre-
senta a, existe un elemento x € W tal que b,(x,x) = a,easi W = (x) L (x)*
implica g ~ g’ + az?, onde g’ é unha forma cuadratica asociada a unha base de
(x).

(I) = (III). E trivial, tomando z = 1 e como (1, ..., x,_1) unha representacién
de a.

(I1I) = (I). Se q — az* ten un cero non trivial (&, ..., &,_1, %), temos ou ben
ap = 0 caso no que g representa cero e polo tanto tamén a, ou ben wy # 0 caso
no que q(gt, ..., =) = a.

Yy )

Corolario 1.2.11 Sexan (W, q) e (W’',q’) daas formas cuadraticas non nulas non

singulares. As seguintes afirmaciéns son equivalentes

(I) g — g’ representa 0.

(IT) Existe a € K* tal que esta representado por g e por g’

(Ill) Existe a € K* tal que q — az® e ' — az® representan 0.

Demostracion. (I) < (II). (II) = (I) é trivial. Reciprocamente, vexamos
(I) = (II). Se q — q' representa 0, existen x € W ey € W’ tales que
g(x) = g'(y) = a.Sea # 0, estd probado. Se a = 0, posto que x ou y son
# 0 ao menos unha da formas cuadréticas, pofiamos g, representa 0; logo polo
corolario 1.1.18 representa todos os valores de K e en particular os valores non
nulos tomados por q'.

(II) < (III) Séguese do corolario 1.2.10. |

Teorema 1.2.12 (Teorema de cancelacién de Witt). Sexan f1 = g1 + g} e fo =

g2 + g5 daas formas cuadréticas non singulares. Se f; ~ f, e g1 ~ g ent6n

q1 ~ qa-

Demostracién. E o corolario 1.2.6. [ |

Corolario 1.2.13 Se g é unha forma cuadrética non singular, entén

g~ q+ o+ qu+q
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onde 41, ..., 4, son hiperbélicas e g’ non representa 0. Esta descomposicion € tinica

salvo equivalencia.

Demostracion. A existencia séguese da proposicion 1.2.8. Probemos a unicidade.

Sexan /
g~Y qi+q ~)Y qi+4q"
i=1 i=1

e asumamos que, por exemplo m’ < m. Posto que todas as formas cuadraticas
. S . . . —m!

hiperbélicas son equivalentes o teorema 1.2.12 implica que Y ;1" q;+4 ~ q", 0

que é unha contradicion se m # m’, xa que " non representa cero mentres que

unha forma cuadratica hiperbdlicasio fai. Asim =m', q; = q; Vi =1, ...,m (xa

que ambas son planos hiperbélicos), e g’ ~ " polo teorema 1.2.12 de novo. W



12

CAPITULO 1.



Capitulo 2

Corpos p-adicos

2.1. Introducion

Sexa p un ntmero primo. Se n é un nimero natural, existe unha expansion
“p-adica”
n=ay+mp+..+ap
con 0 < a; < p, e onde r e 0s enteiros a4; son tnicos. Sexa agora m # 0 outro

ntmero natural, e pofiamos m = m’'p' con (m’, p) = 1. Sexa
m' =by+bip+ ...+ bsp’

con0 < b; < p.Temos by #0xaqueptm', e
n _ at+ap+..+ap

m' by + bip + ... + bsp*

Se pensamos as expresions anteriores ) ;_, al-p", Yoo bz-pi non coma polinomios
sendn coma series formais en p, entén by + b1p + ... + bsp® ten inverso (xa que
by # 0) e asi
n .
P — . 1 . !
%—chp 0<c <p,Vi

i>0

Entén o ntimero racional 2 = % p~f 0 podemos pensar como unha serie de Lau-

Z Ci+tpi

i>—t

rent

Esta é unha das ideas que levaron a considerar os nimeros p-adicos. Imos

a definir o corpo Q,, que se pode pensar como o conxunto destas expresiéns

13
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Yis i a;p' con enteiros 0 < a; < p (pero que tamén ten outras interpretaciéns
importantes’). Necesitamos tamén introducir a topoloxia axeitada que nos pro-

porcione unha “converxencia” destas expresions.

2.2. Numeros p-adicos

Definicién 2.2.1Se {A,+1 RAGEN Ay }n>1 € unha familia de aplicaciéons de

conxuntos, definese o seu limite proxectivo como

@An — {(an)nzl = HA,[: Pmi1(Ams1) = Ay, Ym > 1}

n>1

Se os A, son grupos (resp. aneis conmutativos) e os ¢, homomorfismos de
grupos (resp. de aneis) ¢ inmediato comprobar que lim A, € un subgrupo (resp.
anel) de [],>; A,

Definicion 2.2.2 Se A é un anel, unha sucesiéon de A-modulos e homomor-

fismos de A—-mdédulos
fn+1 fn
e > My g — M, > M, 1 — ...
dise exacta se Im(f,+1) = ker(f,,), Vn. Por exemplo:
() 0—>M Iy Méexacta & f é inxectiva.
1) M S M” — 0 é exacta < g é sobrexectiva.
Unha sucesion exacta corta é unha sucesién exacta
r f 8 "
O—- M ->M-=M —0

Unha tal sucesion exacta induce un isomorfismo M/Im f = M/kerg ~
M.

Lema 2.2.3 Sexa 0 — {A!},>1 — {An}s1 — {A)}>1 — 0 unha sucesién exac-
ta de sistemas proxectivos de grupos abelianos, é dicir, para cada n tense unha

'Por exemplo, Q, ¢ a completacién de Q respecto da métrica p-adica.
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sucesion exacta de grupos abelianos
0— A A4, Bnar o
e diagramas conmutativos

12 Xy ,Bn+1 17
An+l A”-H An+1

%Hl ‘P"Hl (P;/Jrll
B

/ Xn n "
Al A, A"

Supofiamos ¢;, sobrexectivo Vn. Entén tense unha sucesién exacta de grupos

0 = lim A}, — lim A, — lim A7 — 0

Demostracion. Primeiramente, nétese que se & e  son os homomorfismos

&= HDCHZ HA:I — HAn/ (a;) = (“n(a;z))

n>1 n>1 n>1
=118 [[A—1]4, (a Bu(ay))
n>1 n>1 n>1

entén a e B son as restriciéns de & e B a lim A e lim A,, respectivamente (e son
homomorfismos).

E inmediato ver que Vm > 1,Y(a,) € @An, Omi1 (@1 (Ams1)) =
o (@i (@mi1)) = an(am) = (an(ay)) € ImA, = Ima C lim A,. Analo-
gamente Im f C lim Al

—Ima = ker B: tense (a,) € ker B < B((a,)) = (Bu(a,)) = (0) < Bu(a,) =
0,vn < (a,) € ker B, = Ima,,Vn < (a,) € Ima.

-« é inxectiva: (a,(a),)) = (a,(b,)) < ay(a),) = ay(b,),Vn = a, = b, Vn =
(@,) = (b},)-

— B é sobrexectiva: Sexa (a)) € L m A/, Imos construir ( L m A, tal que

Bn(a,) = a, ¥n. Farémolo construindo sucesivamente
ay: i) = ay
a;. ﬁi(ai) = a; e (P(Ell‘) = I/'ll;l,l. > 2

Sexa a; € Aj: Bi(a1) = af (existe por ser By sobrexectiva) e sexa d, €

Ay: Ba(dy) = ay. Temos

Bi(@a(d2)) = @3 (Ba(d2)) = @5 (a;) = af = Br(a1)
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Asi,
Bi(ar — ¢2(d2)) =0

Como ademais ker f; = Imay, Ja) € A} con ay(a)) = a1 — @2(d2). Como ¢} é
sobre, Ja} € Ab: ¢y(ay) = a}. Enton

ap = El~2 + 0(2(61/2)
verifica
¢2(a2) = @2(d2) + (@2 0 w2)(ay) = a1 — a1 (a)) + (a1 0 5(a3)) = @

Ba(a2) = Ba(d2) + Ba(az(a3)) = a5 + 0 = aj

Os demais termos constriiense de forma anéloga.

Definicién 2.2.4 Chamase anel dos enteiros p—ddicos ao anel (conmutativo)

Z, :=limZ/p"Z

onde os homomorfismos @, 1: Z/p" ' Z — Z/p"Z son os homomorfismos
de paso ao cociente (polo ideal p"Z/p"t1Z de Z/ p" ' 7).

Consideraremos cada Z/p"Z como espazo topoléxico coa topoloxia discreta
e [1,=1Z/p"Z coa topoloxia produto (topoloxia de Tychonoff) destas topoloxias?.
Asi, o subconxunto Z, é un espazo topoldxico.

Proposicion 2.2.5 Z, é compacto.

Demostracion. Como os Z/p"Z son compactos (son finitos coma conxuntos),
[1,51Z/p"Z é compacto polo teorema de Tychonoff. Asi pois, é suficiente de-
mostrar que Z, é pechado en [, Z/p"Z. Sexa (a,) € (I1,>1Z/p"Z) \ Zp.
Enton existe t natural tal que ¢;11(a:41) # a;. Asi o aberto

X L)L X LT x {ap } x {ar} x o x {ag}

contén a (a,) e non corta a Z,. |

2E dicir, unha base de abertos son os produtos de abertos, sendo estes abertos todo o espazo
Z/p"Z para todo n salvo un nuamero finito deles.
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Lema 2.2.6 Sexa ¢;: Z, — Z/p'Z a restricién a Z, da proxeccion canonica t-ésima

[1,51Z/p"Z — Z/p'Z. Tense unha sucesion exacta
ot
02, 52, %2/p'2 -0

(onde -p' é a multiplicacién por p' no anel Z,) e asi Z,, / p'Z, ~ 7/ p'Z.
Demostracién. Sexa (a,) € Z, tal que (a,p) = 0, é dicir, a,p = 0 € Z/p"Z
Vn > 1, ou equivalentemente p" | a,p Vn. Asi a, = p"'b, con b, enteiro e en
particular @, ;| = ¢(a@,) = p" '¢(b,) = 0 € Z/p""'Z. Como isto é certo para
todo n, (a,) = 0. Asi a multiplicacién por p € inxectiva en Z, e polo tanto a
multiplicacion por p' tamén o é (composicién de inxectivas).

Vexamos agora que Im -p! = kere,. E claro que Im-p! = p'Z, C kere;. Re-
ciprocamente, sexa (a,) € kerg,, é dicir, a; = 0 € Z/p'Z. Sexa m > t. Te-
mos que @11 © Qi O ... © Qu(dy) = aw + p'Z = a; + p'Z = 0 e asi existe
bu—+ € N tal que 7, = ptm € Z/p"Z. Ademais este b,,_; é inico médulo
p" ! (xaquesip'l, ;= p'by—y (moéd p™), enton p™ | p'(b),_; — bu—t)), é dicir,
a sta clase en Z/p"~'Z é tnica. Temos que (b,) € Z,, xa que p'by_; = @, =
Pt (@n1) = w1 (Pwi1-1) = P' @it (bu-r1) € Z/p"Z e asi by, coincide
con @p_s41(by_111) en Z/p" 7 pola unicidade de b,,_; que acabamos de ver.
Finalmente temos que (@,) = (b,_;)p', xa que ambos elementos coinciden en
coordenadas n >> 0 (de feito para n > t) e asi coinciden todas as stias coorde-

nadas por definiciéon de limite proxectivo.

Finalmente a sobrexectividade de ¢; é clara. [ |

Sexa Z,, o grupo de unidades de Z,,.

Proposiciéon 2.2.7 (I) Un elemento de Z, é unidade se e s6 se non é divisible
por p.

(I1) Todo elemento non nulo de Z, pédese escribir de forma tinica como p"u
conu € Z;‘,,n € N.

(ITI) Z, é un dominio.
Demostracién. ~ (I) Un elemento (a,) de Z, é unidade se e s6 se cada a, é uni-
dade en Z/p"Z, xa que a multiplicacién en Z, estd definida comporfiente
a compofiente, € dicir, Z, = Jim((Z/p"Z)"). En Z/p"Z o Teorema de Bezout
dinos que se p t a (co cal (a,p") = 1) ent6én a é invertible en Z/p"Z. Re-
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ciprocamente, se p | aeab =1 € Z/p"Z, entén 7 | 1 en Z/p"Z obtendo

unha contradicién, xa que isto tltimo non pode ocorrer.

Sexa 0 # a = (a,) € Z,. Pola definicién de limite proxectivo, s6 pode
haber un ntimero finito de termos a,, non nulos. Sexa entén t > 0 maximo
tal que a; = 0, i.e., &(a) = 0 (o caso t = 0 é cando @, # 0 Vn). Polo
lema 2.2.6, a € p'Z,, é dicir, a = p'u con u € Z,. Doutra banda, u é
unidade polo apartado (I), pois p f u (se p | u, entén p'™! | p'u = a e asi
€r+1(a) = 0 contradicindo a maximalidade de t). Isto proba a a existencia.

Antes de probar a unicidade probaremos (IIl): Se a,b € Z,, a # 0 #
b polo que acabamos de probar a = p"u,b = p™v con u,v unidades.
Como ¢; é un homomorfismo de aneis, ¢;(uv) é unidade e asi ¢;(ab) =

p"t"e;(uv) que é un elemento non nulo sempre que f > n+m. Asiab # 0.

Agora a unicidade en (II) é facil: p'u = p'vconu,v € Z;, <= p"(p""u —
v) = 0 (supofiendo p.e. t > r). Ao ser Z, dominio, p*"u — v = 0 e como
p 1 v polo apartado (I), temost —r =0easiu — v = 0.

|

Observacién 2.2.8 Os homomorfismos de paso ao cociente Z — Z/p"Z para cada

n > 1, inducen un homomorfismo de aneis i: Z — Z,,a + i(a) = (a,) cona, = a

Vn, que é claramente inxectivo (ker(i) = {a € Z:a = 0 (mod p") Vn} = 0).

Asi, podemos considerar Z coma subanel de Z,,.

Definicién 2.2.9 (Valoracion p—idica) Definese a valoracion p—ddica en Z, gra-
zas 4 proposicion 2.2.7 como:

Tamén definimos |a| := p= @ e d(a,b) := |a — b| paraa,b € Z,.

VP(O) = 0

vp(p"u) = n, sendo 1 unha unidade

Observacién 2.2.10 E facil ver que se verifica

(1) v, (ab) = v,(a) + vy(b)

(1) vy(a + b) > min{v,(a),v,(b)}
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(0 tnico caso non inmediato é cando ab = 0, pero pola proposiciéon 2.2.7 entén
a = 0oub =0, co que tamén é claro).

Logo temos d(a,b) = 0 < a = b e pola propiedade (II) de v, temos d(a,c) <
max{d(a,b),d(b,c)} Va,b,c € Z, (propiedade ultramétrica), e en particular temos
a desigualdade triangular d(a,c) < d(a,b) + d(b,c), co que d define unha métrica
en L.

Proposicién 2.2.11 A topoloxia que estabamos considerando en Z, (como subanel
de [1,>1 Z/p"Z) esta inducida pola métrica d.
Demostracion. Temos que p"Z, = (... XZ/p"P?LXL/p" T Zx {0} x...x{0})NZ,
e asi é un aberto. De feito a familia p"Z,, n > 0 forma unha base de vecifianzas
de 0 para a topoloxia de Z, como limite proxectivo. Doutra banda, a € p"Z <

vy(c) > n < |x| < p~" co que ambas topoloxias coinciden. |

Observacién 2.2.12 A partir de agora sabemos que podemos considerar Z, como

espazo métrico, e asi, como é compacto (proposicion 2.2.5), é completo.

Proposicion 2.2.13 Z é denso en Z,,.

Demostracién. Sexa (a,) € Z,. Sexa b(n) € Z tal que b(n) = a, (moéd p").
Consideremos b(n) como elemento de Z, como na observacién 2.2.8. Entén
vp(b(n) — (a,)) > neasilim, o b(n) = (a,). ]

Definicién 2.2.14 Definese o corpo dos niimeros p—ddicos Q, como o corpo
de fraccions do dominio Z,. Como todo elemento non nulo de Q, pédese

p"u
P
cont € Z, w unidade de Z,, temos que o elemento % de Q, xera Q, como

Z,~-subaxlebra, ie., Z,[;] = Q).

expresar cComo

con u, v unidades de Z, (proposicién 2.2.7), i.e., como p'w

Observacion 2.2.15 Todo elemento de Q, pédese expresar como p'w con t € Z,
w € Zy, de forma tinica, e asi podemos estender a valoracion p-adica de Z, C Q,
mediante v, (p'w) = t, v,(0) = oo.

Z, queda caracterizado coma o conxunto de a € Q, tales que v,(a) > 0. Temos
ademais, ao igual que en Z,, que d(a,b) = p ("% ¢ unha métrica en Q,. O
subanel Z, é aberto e pechado en Q,, pois Z, = {a € Q,: v,(a) > 0} = {a €
Qp: vy(a) > —1} e asi de feito é unha béla pechada e unha béla aberta (o mesmo

razoamento proba que todas as bolas en @, son abertas e pechadas).
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Proposicién 2.2.16 Q, é localmente compacto, completo e Q é denso en Q, (consi-
derando Q coma subcorpo de Q,, estendendo de forma obvia a observacién 2.2.12).
Demostracion. Unha béla de centro a € Q, é da forma {x € Q,: v,(x —a) >
n}={xeQ,:x—aep"Z,} =a+p"'Z, paraunn € Z, que é claramente
homeomorfa a p”“ZP, que & stia vez ¢ homeomorfa a Zy,. Asi é compacta pola
proposicion 2.2.5.

Para ver que Q, é completo, nétese que toda sucesién de Cauchy en Q, ten
todos os seus termos salvo un ntimero finito en algtn p"Z, (e polo tanto todos
os seu termos en algin p'Z,) con n € Z, e como p"Z, e Z, son isométricos, ten
limite pola observacion 2.2.12.

Finalmente, pédese ver que Q é denso en Q, de forma similar a como vimos
que Z era denso en Z, (de feito vemos que Z[%], o subanel de QQ xerado por %,
¢ denso en Q). [ |

Observacion 2.2.17 (Q,, +, -) é un anel topoléxico. En efecto, é sinxelo ver que é
suficiente probar que se U é unha béla de centro cero, entén existe unha béla de
centrocero VtalqueU+U CV,-U CV,U-U C V eisto é claro, pois as bdlas

de centro cero son p"Z,, conn € Z.

2.3. Unidades p-adicas

Observacién 2.3.15exa U = Z;, ¢,: U — (Z/p"Z)* o homomorfismo induci-
do polo homomorfismo do lema 2.2.6 sobre os grupos de unidades. Claramente
kere, = 1+ p"Z,. Denotaremos U, = kere,. Ademais, ¢,: U — (Z/p"Z)* é
sobrexectivo pola proposicion 2.2.7 (1).

Proposicién 2.3.2 (I) U = @n u/u,
() Parat>1,U; = @nzt u,/u,
Demostracién.  (I) Na demostracién da proposicién 2.2.7 (I) vimos que U =

Ly, = @n((Z/p”Z)*). Como U/U, ~ (Z/p"Z)*, deducimos o resultado.

(I) Polo lema 2.2.3 aplicadoal — U;/U, — U/U, — U/U; — 1, deducimos

de (I) unha sucesion exacta

1—>@ut/un—>U—>u/ut—>1

n>t
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easi U; = @n» u,/u,
Proposicién 2.3.3 (I) U/U; é ciclico de orde p — 1.

() [Uy/Uy| = p"!

Demostracion. — (I) U/Uy, = U/ kerey = (Z/pZ)* que é ciclico por ser o grupo
multiplicativo dun corpo finito.

(II) A aplicacién ¢: U, /Uy11 — Z/pZ,1 4 p"x + U1 — x + pZ (x € Zy)
estd ben definida (¢(U,+1) = ¢(1 4 p""'Z) C pZ) e é un homomorfismo

do grupo multiplicativo U, /U,+1 no grupo aditivo Z/pZ, xa que como

1+ p"+ p*'b= 1+ p"a)(1 + p*"b — p>"ab + p*"a’*b — p™"a’b + ...)
temos

(1+p"a+ p*b)Uyr = (14 p"a)Uy

e asi
P((1+ p" ) Una (14 p"y)Unir) = 9((1+ p"(x +y) + p*"xy)Unsa) =
P((L+p"(x +y))Un1) = x +y + pZ = ¢((1 + p"x)Uns1) + ¢((1 + p"y)Un11)
Ademais, ¢ é claramente sobrexectiva e polo tanto un isomorfismo. Asi
(U /Unia| = |Z/pZ] = p.
Nunha sucesién exacta corta de grupos abelianos finitos1 -+ A — B —
C — 1, temos |B| = |A||C|. Asi, por inducién en t nas sucesions exactas

1— un+1/un+t — un/un—H — un/un—H —1

obtemos |U,/U,;| = p'. En particular |U;/U,| = p"~! como queriamos
demostrar.
|

0 termo (1 + p*'b — p*"ab + ...) existe en Z, xa que claramente a serie converxe na métrica

p—dadica, e é inmediato que pertence a U, 11.

Lema23.4Sexa0 — A % B £ C — 0 unha sucesion exacta de grupos abelianos
finitos con (|Al,|C|) = 1. Entén B ~ A x C.
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Demostracion. Sexa a = |A|, ¢ = |Cl| e C' = {x € B: cx = 0}. Posto que
(a,c) = 1, pola identidade de Bezout existen r,s € Z: ar +c¢s = 1. Se x €
a(A)NC entén ax = cx = 0 (ax = 0 xa que |x| | a) e x = (ar + cs)x = 0.
Asi a(A) N C' = 0. E inmediato que a(A) @ C’ C B. Reciprocamente, se x € B,
entén x = arx + csx. Posto que B/a(A) ~ C e cC = 0, entén ¢B/a(A) ~ 0
e cB C a(A). Asi csx € a(A). Doutra banda, se x € ¢B C a(A),ax = 0e
acB = 0. Tense carx = 0 earx € C'. Asi B = a(A) @ C'. Finalmente C' ~
(a(A)BC'")/a(A) = B/a(A) ~ C e como « é inxectivo a(A) ~ A. Temos polo

tanto B~ A@ C ~ A x C, como queriamos demostrar. n

Proposicién 2.3.5 U ~ (Z/pZ)* x U;.
Demostracion. Aplicando o lema 2.3.4 s sucesions exactas
1—W/u, —-u/u, — (Z/pz)" —1

(nétese que |U;/U,| = p"!, pola proposicion 2.3.3, e |(Z/pZ)*| = p — 1 son
coprimos), obtemos
u/u, ~u,/U, x (zZ/pvZ)*

Tomando limites proxectivos(que conmutan con (Z/pZ)* claramente, o ta-

mén polo lema 2.2.3) obtemos grazas & proposicion 2.3.2

U~ U, x (Z/pZ)*

Observacién 2.3.6 Chamaremos t-raices da unidade nun corpo K aos elementos
x € K tales que x* = 1. Como sobre un corpo K o polinomio x' — 1 ten ao sumo
t raices, existen ao sumo t raices da unidade. O grupo (Z/pZ)* ten orde p — 1,

asi os seus p — 1 elementos x; verifican x! ~! = 1. Entén pola proposicion 2.3.5
U contén p — 1 elementos de orde p — 1 (os elementos correspondentes a (x;, 1)
polo isomorfismo da proposicién 2.3.5). Como U C Q, e Q, é un corpo, Q, contén

todalas (p — 1)-raices da unidade.
Lema23.7 (I) Sep#2exe U, — Uy, entén x” € U, — Uy

(I1) Sep=2exec U, — U,y conn > 2, entén x € U1 — Uy
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Demostracién. Sexa x =1 + p"y con p 1 y. Entén

W= (=) (p> (r"y) =1+p"y+ fz (’f) (r'y)

i—0 \!

n—+1

Logox? =1+ p"ly (mo6d p"*?), onde na congruencia usamos que se p = 2

enton n > 2. [ |

Proposicién 2.3.8 (I) Sep # 2, U; /U, é un grupo ciclico de orde p" ' e U; ~ Z,
(Z, como grupo aditivo)

(1) Sep=2,U; ~7Z/27 x Uy ~ 7/27 X Zy (Z, como grupo aditivo)

Demostracion.  (I) Sexa « € U; — U,. Polo lema 2.3.7, af € Ui, — U; . Sexa
ay = a + U, € U;/U,. Temos entén (a,)"" " # 1 = (a,)?" . Como
\U;/U,| = p"! pola proposicion 2.3.3, |a,| | p*~! e asi |a,| = p"~ !, co que
<y, >= U /U,.

Sexa enton ¢,: Z/p"'Z — U;/U, o isomorfismo do grupo ciclico
Z/p"'Z no grupo multiplicativo U; /U,, 1 — a,. Como o diagrama

i —— L) P L —— L) "L — ...

:lq’wrl Elgoﬂ

o —— Uy Uy —— Uy /U, — ...

é conmutativo, tomando limites proxectivos obtemos
Ly = @Z/p”Z = @ul/un = U
usando a proposicion 2.3.2
(II) Na sucesién exacta corta (proposicion 2.3.3)
1—=U — U 5 U/U, ~7/27 — 1

0 homomorfismo 7 ten unha secciéon o: Z/27Z — U, 0(0) =1, 0(1) =
—1,easiU; ~Z/27 x U,

Sexaw € Uy — Uz (i.e, « =5 (mod 8)). De forma analoga ao apartado

(I), temos un diagrama conmutativo
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e ——L)2"L—— 72"l —— ...

l |

i —— U Uy —— Uy /Uy — ...

e asi, pola proposicion 2.3.2, Z, = @ Z]2"Z = U,.

Proposiciéon 2.3.9 (I) Q, ~Z x U
() Sep#2,Qy~=ZxZ, xZ/(p—1)Z

(1) Sep =2,Q5 ~Z X Zy x Z/27

Demostracién. Pola proposicion 2.3.5 e a proposicion 2.3.8, (I) e (II) dedticense de

(I). A propiedade (I) dedticese de que todo elemento x € Q; = Q,—{0} p6dese

escribir de forma tinica como p"u con n € Z,u € U pola proposicion 2.2.7 (ver

definicion 2.2.14). |
Corolario 2.3.10 Sexa x € Q. Como vimos na definicién 2.2.14, x = p"u de forma
Unicaconn € Z,u € U.

(I) Se p # 2, x é un cadrado en Q] se e s6 se n é par e a clase de u en u/u, ~
(Z/pZ)* é un cadrado.

(I1) Sep =2,xéuncadradoen Q5 sees6senépareu =1 (méd 8) en Z,.

Demostracién. ~ (I) Mediante o isomorfismo Q, ~ Z x Z, x (Z/pZ)*, o ele-
mento x = p"u correspéndese cun elemento (1,a,b) onde b é a clase de
uenU/U, >~ (Z/pZ)*. Temos que x é un cadrado en Q; se e s6 se 1,4, b
son cadrados en Z, Z,, (Z/pZ)* respectivamente. En Z (a operacién é a
suma en Z e Z, e o produto en (Z/pZ)*) n é un cadrado se e s6 se 1 é par.
En Z, todo elemento é un cadrado xa que como p # 2, 2 ten inverso en

Z,. Asi pois (I) queda demostrado.

(II) Pola proposicién 2.3.9 (I), 2"u é un cadrado se e s6 se n é par e u é un
cadrado en U. Pola proposicion 2.3.5 e a proposicion 2.3.8, U ~ (Z/2Z)* x
Uy = Uy ~ Z/2Z x U, e asi u é un cadrado en U se e s se 0 é en

727 x Uy, i.e., é da forma (0,u’),u’ € U,, xa que 1 non é cadrado en

ZJ27. A sucesién exacta da demostracion da proposicion 2.3.8 (II) que
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daba este isomorfismo U; ~ Z /27 x U,
1o W — U S U U, ~7/27 — 1

mostra entén que u € U; é cadradose e sé se m(u) =0 (i.e, u € Up) e u
é un cadrado en U,. Isto ocorre se e sé se u € Uy = 1 + 237,, i.e., se e s6
seu =1 (méd 8).

|
Corolario 2.3.11  (I) Se p # 2, Q;/(Q;)* =~ Z/2Z x Z/2Z. Un conxunto de re-

presentantes (en Q) é {1, p,u, up} onde u € U é un elemento que non sexa

cadrado.

(I1) Sep =2,Q5/(Q3)? ~ Z/27Z X 7 /27 x 7/ 27Z. Un conxunto de representantes
¢ {£1, 5,42, +10} C Q;.

Demostracion.  (I) Como a metade dos elementos de (Z/pZ)* son cadra-
dos?, i.e., estan no subgrupo ((Z/pZ)*)* de (Z/pZ)?, temos que o in-
dice de este subgrupo é 2 e asi a orde do cociente é 2. Polo tanto
(z)pZ) ] ((Z)pZ)*)* ~ Z/27Z. Logo (I) deducese do corolario 2.3.10.

(Il) Xa vimos quese p = 2, U ~ Uy e Uy /U3 ~ Uy /Us = (1 4+ 27Zy) /(1 +
237,) = {£1,£5} ~ Z/27x7Z/2Z, o Gltimo isomorfismo débese a que os
elementos —1, 5 tefien orde 2. Entén pola proposicion 2.3.9 e a demostra-
cion do corolario 2.3.10(11), Q;, / (Q;)* =~ Z /27 x U /U3, co que un conxunto
de representantes é {(0,+1), (0, £5), (1, %1), (1, £5)}. Como o isomor-
fismo Q} ~ Z x U da proposicién 2.3.9 esta dado por 2"u +— (n,u), estes
elementos correspondense con 2°(+1),2°(+5),2!(£1),2!(£5), é dicir,
+1,4£5,£2,£10.

|

“Como (Z/pZ)* é ciclico, podemos tomar un xerador g, é dicir, (Z/pZ)* = {¢':i=1,..p—

1};seiépar, g = (¢")* = a e temos que polo menos a metade dos elementos de (Z/pZ)* son
cadrados; como ademais cada cadrado ten exactamente dias raices e son distintas (b e p — b)

por ser p # 2, como moito a metade dos elementos de (Z/pZ)* son cadrados.

Corolario 2.3.12 (Q;)* é un subgrupo aberto de Q;.

Demostracion. Suponamos p # 2.Sexaup" € (Q;)? i.e, népareaclasedeuen

(Z/pZ)* é un cadrado. Toda béla aberta con centro up” é da forma up” + p'Z,,.

Se tomamos t suficientemente grande (> n), temos que todo punto desta bola
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é da forma x = up" 4 p'v = p"(u + p°v), onde u + p°*v é unha unidade ao non
ser divisible por p e a sda clase en (Z/pZ)* é un cadrado (pois coincide coa
clase de u). Asi x € (Q;‘,)Z. O caso p = 2 é similar. [



Capitulo 3

Férmula produto para o simbolo de
Hilbert

3.1. Simbolo de Legendre

Definicién 3.1.1 Sexa p un primo impar e a € Z. Definese o simbolo de Le-

gendre de a con respecto a p como

0 sepla
(a/p) :==< +1 seaéun cadrado médulo p

—1 seanon é un cadrado médulo p

Proposicién 3.1.2 Sexa p un primo impar e a,b € Z. Verificase
(I) (Criterio de Euler). (a/p) = a'T  (moéd p)
(1) (a/p)(b/p) = (ab/p)

() a=b (méd p) = (a/p) = (b/p).
Demostracién. Se p divide a 4, as tres afirmaciéns son triviais. Supofiamos que

pfaeptb.

(I) Polo Pequeno teorema de Fermat tense a?~' =1 (m6d p) e asi a7 = +1
(méd p). Doutra banda, (a/p) = 1 :< a é un cadrado médulo p <

27
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a =g ipar,onde g € (Z/pZ)* é un xerador. Logo

p—1 i(p—1)
)

g 7 (méd p)

a

g ten orde p — 1, é dicir, p — 1 é o menor enteiro positivo tal que

D 6 maltiplo de p — 1 < ¢l =1

gr1=1 (méd p).Peroipar <
(méd p) = a’=" =1 (méd p).

(I1) Consecuencia inmediata de (I).

(111) E trivial pola definicién.

Proposicién 3.1.3 Sexa p un primo impar. Verificase
0 (1/p) =1
) (~1/p) = (-7

o 1 sep=+1 (modd 8)
my (2/p) = (1) = '

Demostracion. (I) é trivial e (II) é consecuencia inmediata da proposicion 3.1.2 (I).

Probaremos (III). Sexa K o corpo de p elementos e ¢ unha 8-raiz primitiva da
unidade nunha clausura alxébrica Q) de K. Definimos o elemento y := ¢ + ¢!
Tense que:

()?=¢=1=¢=-1 (#1,pois & é primitiva)
I N B N
Sy =04+ +2=2
Se ademais usamos a proposicion 3.1.2 (I), obtemos
(2/p) = (*/p)=y"" (mod p)
Doutra banda, como car(K) = p, temos y” = ¢¥ + ¢ 7. Calculemos y” !
» Casop=+1 (mo6d 8). Tense ¥ = +leasiy’ =y, édiciry’ ! = 1.
m Casop =45 (mdd 8). Tense
F=5'c=-¢
FS—gE = gt
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easi y? = —y, édiciry? ! = —1.

Teorema 3.1.4 (Lei de reciprocidade cuadritica). Sexan p, g primos impares. Ve-

rificase:

(p/q)=(-1)

(q/p) noutro caso

(-1(a-1) (a/p) = {(q/p) sep=g=3 (méd 4)

Demostracién. (Ver [3]). Imos calcular de duas formas diferentes o produto
T de todos os elementos do grupo G := ((Z/pZ)* x (Z/qZ)*)/N, onde
N := {(1,1),(—1,—1)}. Un conxunto de representantes dos elementos de
Geée{(@i,j):i=1,.,p—1j = 1,...,%} posto que se % <m < qg-—1,
(i,m) = (—i,—m) e —m € {1,..., 52} C Z/qZ. O produto de todos os elemen-

tos é entén

T=(((p - 00, 1D
Como
G-11=1-23 .22 41y - 1)
_ qg—1, gq-1 q—1
=1-2.3 . - - 1)) -1]
= (D[P (mod g)
obtemos

1

T=((p-10", (-1 (-1)77)eG
Doutra banda, (Z/pZ)* x (Z/qZ)* ~ (Z/vZ x Z/qZ)* ~ (Z/pqZ)* po-

lo Teorema chino dos restos, e mediante este isomorfismo, N vai no subgru-
po N' = {-1,1} de (Z/pqZ)*. Asi, un conxunto de representantes de
(Z/pgZ) /N é {i € {1,2,.., 222} (i,pq) = 1} e os elementos correspon-
dentes en ((Z/pZ)* x (Z/qZ)*)/N son {(i,i): i € {1,2,..., B2}, (i, pq) = 1},
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co que
o (DI pr) (T L0 = Dp+ DALY e+ 1)
1g-2q-...-Fq
(I, ) (T g +1) - <H,-:1<T—>q+i><nf;’z—lq+i>>:
1

1P-2P--~--q%p
(no denominador temos posto dous elementos do numerador que non verifi-

can (i, pg) = 1)

((P—l)!---(r)—l)! i21 5 P+l) (g — Dl — DL 5 q+l)>

g7 (77! P ()"
_ (- DT (g - 1)!”21>
= s

Pola proposicion 3.1.2 (I) e tendo en conta que (q/p) = +1,

T (WD G (1m0 /)

Comparando os dous calculos de T, obtemos

(1,(=1)7%) = ((a/p), (p/9) € G

é dicir, existe ¢ = loue = —1tal que 1 = ¢(q/p) (moéd p), (—
e(p/) (mod q), e ast

N~—
N‘
N‘

(p/D)g/p) = (-1)= "=

3.2. Ecuacidns sobre corpos finitos
Sexa q unha potencia dun namero primo p, e sexa K o corpo de g elementos.

Lema 3.2.1 Sexa s un numero enteiro > 0. Entén

L=

xeK

{—1 ses>1leq—1]s

0 noutro caso
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Demostracién. Se s = 0 todos os termos da suma son 1 (establecemos que x° =
1 se s = 0 incluso cando x = 0), logo

sz:qlzo

xeK
posto que K ten caracteristica p e g € unha potencia de p.
Se s > 1 é divisible por g — 1, temos 0° = 0 e x* = 1 se x # 0, pois K* é un
grupo de orde g — 1. Asi

Y=Y ¥=(@-1)1=-1

xekK xeK*
Se s > 1 non é divisible por g — 1, o feito de que K* = K — {0} é ciclico de
orde g — 1 implica que existe un elemento y € K* tal que y° # 1. Ademais
K* — K*, x = y°x é un isomorfismo de grupos. Asi, tense

Y=Y =) y’=y) ¥=>1-y)) ¥=0=) x*=0

xeK xeK* xeK* xeK* xeK* xeK*

Teorema 3.2.2 (Chevalley-Warning). Sexan f, € K[Xj, ..., X,;] polinomios en
n variables tales que Y, deg(f,) < n, e sexa V o conxunto dos seus ceros

comuns en K". Tense

V| =0 (modd p)

Demostracion. Sexa ¢ = [[,(1 — f,f*]) esexax = (xq1,...,x,) € K".Sex €V,
todos os f,(x) son cero e polo tanto g(x) = 1; se x ¢ V, para algun « tense
fulx) # 0e fI7'(x) = 1 por ser un elemento de K, e logo g(x) = 0. E dicir,

tense que g € a funcidn caracteristica de V. Deste xeito

[VI= ) g(x) (méd p)

xeKn

e reducimos o problema a probar que Y. .x» g(x) = 0.
Agora ben, por hipétese Y, deg(f,) < n o que implica que deg(g) < n(g —1).

. . ., . . u n
Logo g é unha combinacién lineal de monomios g, (x) = x7'...x% con Y /' ; u; <
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n(q — 1). E suficiente con probar que, para cada monomio g,, temos
iy Un
Y xflx =0
x€K"
o que se segue do lema 3.2.1, xa que hai al menos un u; < g — 1, e asi

Y xxgy = (in’ﬁ..x}j") Y xfi=0

xeK" xEKi4 x;€K
Xi=

|
Corolario 3.2.3 (1) Se Y, deg(f.) < n e os f, non tefien termo independente,

enton os f, tefien un cero non trivial comun.

(I1) Todas as formas cuadréaticas en polo menos 3 variables sobre K tefien un

cero non trivial.

Demostracion. Se V.= {0}, entén |V| = 1 e o cardinal non seria divisible por p,

contradicindo o teorema anterior. [ |

3.3. Ecuacions p-adicas

Teorema 3.3.1 Sexa p un ndmero primo e F(xy,...,X,) € Zp[x1,...,x,] €
Y1,-sYn € Zp. Suponiamos que existe i € {1,..,n} e s € N verificando

as seguintes tres condiciéns:

(1) F(y1,7) =0 (mod p?*1)
(1) $E (71, 72) =0 (mod p)
(1) $E (71, 70) 0 (m6d p**1)

Entén existen 04, ..., 0, € Z, tales que
(a) F(64,...,6,) =0

(b) 6, =7, (moéd p°™)paratodoj=1,...,n

Demostracién. Consideremos o polinomio en Z, x|

f('x) - F(r)/ll ceey ’)/ifllx/ ’Yi+1/ ceey 'Yn)
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E suficiente atopar una € Z,, « = 7; (méd p°+?) tal que f(a) = 0 (tomando
0; = a, 0; = v, para todo j # 1). Imos construir unha sucesion {a; };cy en Ly
con a; = 7; (mod p°™!) para todo ¢ verificando a; = ;1 (mod 5+ t) e
f(a;) =0 (mod p*+1H) para todo t.

Para t = 0 definimos ay = 7;. Sexa t > 0 e supofiamos xa construido ay, ...a;_4

verificando as propiedades anteriores. Constrdamos a;. Sexa

f(x) = Bo+Br(x — 1) + Pa(x — a1)* + ... (Bi € Zy)

o desenvolvemento do polinomio f en termos de potencias de (x—a;_1 ). Temos
Bo = f(ar—1) = 0 (moéd p?+1H-1), é dicir Bp = p**a cona € Z,. Tamén
Br=f(a;1) =0 (moéd p°)epPr = f(arq1) #0 (mod p°1) por hipotese
(xaque w1 =7 (mod p)e flw) = E(y1 o0 Vit @1, Vet oo Ta))-
Asi, By = p’bconb € Z,, ptb.Sexa ¢ tal quea + b =0 (modd p) (existe xa
que p 1 b). Temos

25+1+t>

Flag g+ Ep'™0) = p* ™ (a + bE) + & p™ T + ...

0 (mod p

Definimos entén a; = a; 1 + ¢ pt” , que claramente cumpre o requirido. Como
vp(zxt - 1) >0+ t para todo t e Z, é completo, a sucesion {a;}ien converxe.
Vexamos que o limite desta sucesiéon a € Z, verifica o requirido. Claramente
a =y (mod p?*t) pois oy = 9  (m6d p°T!) para todo t. Como f(a;) =
0 (mod p¥*t1+) para todo t, a sucesion {f(a;) ey converxe a 0. Como f é
unha aplicacién continua por ser un polinomio, {f(a;)} converxe a f(«), co
que f(a) = 0. |

3.4. Simbolo de Hilbert

Sexa V = {p € N: p primo} U {o0}, e pofiamos Q. = R.

Definicién 3.4.1Sexa v € V e sexan a,b € Qj. Definimos o simbolo de
Hilbert de a e b como

(a,b) 1 seax? + by? = z? ten algunha solucion Q3 > (x,y,z) # (0,0,0
a,b):=

—1 en caso contrario

Por exemplo, se v = o0, (a,b) = 1seesése{a>0oub > 0}.
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Proposicién 3.4.2 (1) (a,b) = (b,a) Va,b e Q;

(1) (A%a,b) = (a,b) = (a,A*b) Va,b,A € Q}
) (a,1) =1=(a,?) Va,ceQ:

(1v) (a,—a) =1 VaeQ;

Demostracion. (I) e (II) son claras. (IIT) dedtcese de que (0,1, 1) é solucién de
ax? + y* = z%, e (IV) de que (1,1, 0) é solucién de ax? — ay* = 22 u
Sexa p un ntmero primo e g unha forma cuadrética non singular sobre Q,.

Polo teorema 1.1.11 podemos supofier que g é da forma
g(x1, .0y Xp) = X7 + ..+ ayxa a; € Q;

Se a; = p"iu; con u; € Z;, (observacion 2.2.15) e m; é a parte enteira de n;/2, facendo
o cambio de variable x; = p™ix;, podemos supofier que 1n; = 0 ou 1. Asi, podemos
supofier que q é da forma

X} + o+ X7 + p(UpaX2y, + ... + Uuyx,) con u; € Z;, para todo i

a2 2 _ 2
Denotaremos qo (X1, ..., X;) = u1X5 + ... + 1, X7, G1 (X411, o0y X)) = Up1 X7y g + .o+

2

UpX}.

Asi g = g9 + pg1 (coa notacién de despois da definicion 1.2.7).

Proposicién 3.4.3 (I) Sep # 2e 0 < r < n, entdén q representa 0 se e s6 se ao

menos unha das formas cuadraticas gy, 41 representa 0.

(I) Se p = 2, q representa 0 se e s6 se a congruencia g = 0 (moéd 16) admite

unha solucién a3, ..., a, cos a; € Z, tal que 2 { a; para algun 7.

Demostracién.  (I) Supofiamos que g representa 0, é dicir, existen ay, ..., a, €
Q, non todos nulos tales que u1a? + ...+ 1,42+ p(u, 1107 4 + ...+ uza2) = 0.
Multiplicando por algtin elemento non nulo para eliminar denominado-
res, podemos supofier que 4ay, ..., 4, € Z,. Tamén podemos supofier que
algtin a; non é divisible por p, xa que en caso contrario dividimos to-

dos por p o nimero de veces necesario. Supofiamos que algtn a; con

i < r non é divisible por p. Podemos supofier que i = 1. Entén como
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p|0=qo(ay,..,a)+ pgi(a,s1, ..., a,), obtemos

go(ar,...a,) =0 (méd p)

%(al,...,ar) =2ua; #0 (mod p)
8x1

Polo teorema 3.3.1, g representa 0.

Supofiamos agora que p | a; para todo i = 1,...,r (pero existe entén un
j>rtalque ptaj). Asi p* | uyai + ... + u,a,, co cal p* | p(upaar,, + ... +
uyat), é dicir, plu,1a2, 4 + ... + uya’. Aplicamos de novo teorema 3.3.1 e

deducimos que ¢q; representa 0.
O reciproco é claro.

(I) A demostracion de “s6 se” é analoga ao comezo da demostracion (I).
Reciprocamente, supofiamos q(a1, wly) =0 (méd 16) conay, ..., a, €

Z, e algtin a; non divisible por 2. Supofiamos primeiro que 2 { a; para

alguni € {1, ...,r} que podemos supofier i = 1. Temos

g(ay,...,a,) =0 (mod 8)

a—q(al, vy y) =2u1a; Z0  (mod 4)
8x1

Entén polo teorema 3.3.1, q representa 0.

Supofiamos agora que 2 | a; para todo i € {1,...,r}. Poiamos a; = 2b;
conb; € Z,

Da congruencia

ur4bt + ... + uAb? + 2(up g0’ g + o+ uad) =0 (mod 16)
obtemos

2(urb3 + ... + u,b?) + (wp182 + ..+ uas) =0 (mod 8)

Como algtin a; non é divisible por 2 con j € {r + 1,...,n}, usando o

teorema 3.3.1 como antes, deducimos que 24, + g, representa cero.
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En xeral (p non necesariamente igual a 2) unha forma g representa cero
se e s0 se pq representa cero, e asi como pq = pqo + p*q1 € equivalente a
pqo + g1, temos que qo + pq; representa cero se e sO se pqo + ¢ representa

cero. Isto remata a demostracion.

Corolario 3.4.4 (I) Supofiamos p # 2. Ent6n g, representa 0 en Q, se e s6 se a
congruencia go = 0 (mdd p) ten unha solucioén 4, ..., a, con a; € Z, para

todoiconalgina; #0 (modd p).

(II) Supoiiamos p =2.Seq =0 (mdd 8) ten unha solucién ay, ..., a, con algun

ie€{l,..r}talque2ta; (a; € Zy para todo i), enton g representa 0 en Q.

Demostracién. (1) E igual ao principio da demostracién da proposicion 3.4.3
(I): Suponamos por exemplo a; # 0 (méd p). Como qo(ay, ..., a,) =
0 (modp)e g%(al, ;) = 2upa; 0 (mo6d p), aplicando o teorema

3.3.1 obtemos que g representa 0.

(II) De forma similar a (I), é igual ao principio da demostracién da proposicicn
3.4.3 (1II).

[ |
Corolario 3.4.5Sexa p # 2 e sexa § = u1x3 + ... + u,x2 con u; € Z,,r > 3. Enton q
representa 0 en Z,.

Demostracién. Dedtcese do corolario 3.4.4 (I) usando o corolario 3.2.3 (II) aplica-
do ao corpo K = Z,/pZ,(= Z/pZ). ]

Lema 3.4.6 Sexa K un corpo. A forma cuadratica z> —ax?(a # 0) representa b € K*

se e s6 se a forma cuadratica ax? + by? = z? ten solucion.
| Demostracion. Consecuencia inmediata do corolario 1.2.10, (I) < (111). |

Observacion 3.4.7 Polo lema 3.4.6, se a,b € Q;‘,, entén (a,b) = 1 se e s6 se z> —
ax* = b ten solucién en Q,, é dicir, b é a norma dun elemento B € Q,[/a]*:
b= N(z—xa):=(z—xva)(z+ x/a). Claramente N(B18,) = N(B1)N(B2) e
N(B~') = N(B)!, co cal o conxunto de normas de elementos de Q,[/a]* forma
un subgrupo de Q;. Xuntando todo isto, dado a € Qj, o conxunto de elementos

de b € Q; tales que (a,b) = 1 é un subgrupo de Q, que denotaremos H, e que
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coincide co conxunto dos elementos b € Q;, tales que z? — ax? = b ten solucién en

Qp.

Teorema 3.4.8 Se a é un cadrado en Q, entébn H, = Q. Se a non é un
cadrado en Q;, entén (Q;,: H,) = 2.

Demostracién. Se a é un cadrado, entéon H, = Qj, pola proposicién 3.4.2 (III).
Supofiamos enton que a non € un cadrado en Q. Nétese que (Q;;)Z C H, pola
proposicién 3.4.2 (I1I).

= Supofiamos primeiro p # 2. Como (Q;)* C H, C Q; e (Q;: (Q})?) = 4
polo corolario 2.3.11 (1), é suficiente demostrar (Q;)* # H, # Q;.

Vexamos primeiro (Q;)* # H,. Como —a € H, pola proposicién 3.4.2 (IV),
se —a non é un cadrado o resultado é certo. Se —a é un cadrado, entén
as formas cuadraticas z> — ax?,z> + x? son equivalentes, e esta ultima
representa todos os elementos de Z;, polo corolario 3.4.5: se u € Z;,z* +
x? — ut® representa 0 polo corolario 3.4.5, é dicir, existen a,b, ¢ € Z, tales
que (a,b,c) # (0,0,0) e a>+b>—uc* = 0; se ¢ = 0, ent6n z>+x? representa
cero en Q, e asi representa todo elemento pola proposicién 1.2.8; se ¢ # 0,
(4)? + (%)% = u e asf 22 + x? representa u. Como H, = N(Q,[\/a]*) e
z> —ax* = N(z — x+/a), vemos que Z; C H, e asf (Q;)* # H, polo
corolario 2.3.10 (I).

Vexamos agora que H, # Q,. Como todo elemento de Q, escribese de
forma tinica up” conu € Z};, vemos que up" é un cadradoseesése u e p"
0 son, é dicir, se e s6 se a é un cadrado en Z;; e n é par. Como H, = H,z
pola proposicion 3.4.2 (1) e a non é un cadrado, se a = up", entén a = a'b?
cona = u,a = poua = up onde u non é un cadrado. Asi pois é
suficiente demostrar que H, # Q;, nestes tres casos. Pero isto dedticese

de que as formas cuadraticas

uxZ + pyz _ ZZ
px* + uy* — z*

upx® + uy* — z*

non representan cero pola observacion 1.2.9 e a proposicion 3.4.3 (I).
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= Supoflamos agora p = 2. Polo corolario 2.3.11 (II), un conxunto de re-

presentantes de Q5 /(Q3)? é {£1, +5,+2,+10} C Qj. Claramente o feito
de que ax? + by? — z* represente cero s6 depende das clases de a e b en
Q3/(Q3)2. Imos ver entén en que casos ax® + by*> — z° representa cero
para a,b € {£1,+5,42,+10}. Comprobaremos todos os casos (salvo

intercambiar a con b).

— Cando a = 1, claramente a forma representa cero para calquera b (e

analogamente cando b = 1).

— Suponamos a,b € {£2,£10}. Pohamos a = 2u,b = 2v con u,v €

{#£1, 5} unidades de Z,. Se existe unha solucién non trivial
2ux® 4+ 20y* — 22 =0

podemos supofier x,y, z € Z,, e podemos supoiier que algtin deles non é
divisible por 2. Como 2 | z, isto implicaque2fxou2tyeasi2txe21y
(pois 2 | z). Sexa z = 2t, co que temos

ux® +oy* — 22 =0

Polo corolario 3.4.4 (II) esta igualdade equivale a

ux> +oy? =22 =0 (méd 8) (3.1)
onde como x = y = 1 (m6d2), x> = y* = 1 (mobd 8). Pero
212 = (méd 8) ou 212 = 0 (mod 8) (segundo que t sexa = 1 ou

=0 (mod 2)), coque (3.1) verificase seesdéseu +v =0 (mdd 8) ou
u+v=1 (mod 8), é dicir,

ax* + by* — z*

representa cero se e s6 se a4 e b estdn nun dos seguintes casos:
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a=2, b=2 (u=10=1)
a=2, b=-2 (u=1,0v=-1)
a=-2, b=2 (u=-10=1)
a=-2, b=-10 (u=-1,0v=-5)
a=10, b=10 (u=>5,v=2>5)
a=10, b=-10 (u=>5,v=-5)
a=-10, b=10 (u=-50=25)

a=-10, b= -2 (u=—-50v=-1)
— Sexa agora a € {£2,£10}, b € {£1,45} (xa non repetimos o caso
cambiando b por a). Sexa a = 2u, b = v. Se temos unha igualdade non
trivial
2ux® +oy* — 2> =0

podemos supofier como antes que X,y,z € Zy e quey # 0 (modd 2),
z #0 (méd 2). Polo corolario 3.4.4 (II) isto equivale a que se verifique

algunha das congruencias
2u+v=1 (mobd 8) v=1 (mdd 8)
(segundo 2 1 x ou 2 | x), e asi obtemos que
ax* + by* — z*
representa cero exactamente nos casos

a=2, b=-1 (u=10=-1)
a=-2, b=-5 (u=-1,0v=-5)
a=10, b=-1 (u=>5v=-1)
a=-10, b=-5 (u=-50=-5)

(e nos casos b = v = 1 que xa estaban incluidos ao principio)

—Sexa finalmente a,b € {1, +5}, é dicir,cona = u,b = v,
ux* +oy* —z> =0

onde podemos supofier que de x, y, z un deles é divisible por 2 e os outros

dous non o son. Distinguiremos dous casos:
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e Se?2 |z entén
ux* +oy* =u+ov (moéd 4)

ecomoz?=0 (mod 4), obtemos
u+v=0 (mod 4)

Isto danos os casos

a=u=-1, b=v=>5

a=u=5b=v=-5

a=u=2>5, b=v=-1

a=u=-5 b=v=>5
(e algtins mais con a = 1 ou b = 1 xa contemplados ao principio).

e Se 21z entdn

ux* +oy* =1 (moéd 4)

e como exactamente un dos nimeros x, y divide a 2, obtemos
u=1 (m6d4)(se2|y) ou v=1 (mo6d4)(se2]|x)
¢é dicir, obtemos o0s casos:
a=1>, be {£1,£5}

a€{£l,£5}, b=5

(e os casos a = 1 ou b = 1 xa incluidos).

Resumindo, marcando con + cando ax? + by? — z? representa cero e con

— en caso contrario, obtemos

Pli 1]z 2|5 | -5|10]| -10
a

1 e + |+
-1 |+ |+]|- [+]- [+ |-
2 |+ |+ | +H|+ | -- |- |-
=2 |+|= |+]- |-+ |- |+
5 |+ |+ |- |- |+|+ |-|-
=5 |+|- |-|+ |+]- |- |+
10 |[+|+ [—-|—- |-]- |+]+
-10 [+ |- |- |+ |- + |-
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Exceptuando a primeira lifia, cada lifia ten exactamente catro +. E dicir,
para todo a € Q5 — (Q3)?, hai catro clases b (m6d(Q3)?) tal que ax? +
by*—z? representa cero. Asi (H,: (Q3)?) = 4.Como (Q;: (Q3)?) = 8 polo
corolario 2.3.11 (II), deducimos (Qj: H,) = 2 como queriamos demostrar.

Corolario 3.4.9 Se a,b, c € QQ}, entén

(a,bc) = (a,b)(a,c)

Demostracion. Se v = oo, é dicir, Q% = R*, (a,b) = 1seesésea > 0oub > 0co
que o resultado é claro. Supofiamos entén v = p primo. Temos (a,b) = 1see
s6seb € H,. Como H, é un grupo, é pechado para a multiplicacién e inverso, e
asi se dous dos elementos b, ¢, bc estan en H,,, entdn o terceiro tamén o esta. Isto
proba a igualdade en todos os casos excepto cando (4,b) = —1 = (g, c). Este
altimo caso dedtucese do teorema 3.4.8, xa que (a,b) = —1 = (a,c) = b,c &
H, = asclasesde be cen Q}/H, ~ Z/2Z correspéndense co elemento 1, e asi

b - c correspéndese con 1 +1 =0, i.e., bc € H, e asi (a,bc) = 1. [ |

Corolario 3.4.10 (a,a) = (a,—1), (a,b) = (a, —ab).

Demostracion. A primeira igualdade dedtcese de que (a,a) = (a, —a)(a, —1) e
de que (a, —a) = 1 pola proposicién 3.4.2 (IV). A segunda igualdade dedticese
de que (a, —ab) = (a, —a)(a,b) = (a,b) ]

Corolario 3.4.11 Sexan a,b € Q;;. Pofiamos a = up®, b = Upﬁ conu,v e Z;;.

(I) Se p # 2, tense
(a,b) = (—=1)*'= (@/p)F(T/p)*

onde % é a imaxe de u polo homomorfismo de reducion médulo p, Z;, —
(Z/pZ)*, e (u/p) é o simbolo de Legendre.

(I1) Sep =2,
(a,b) = (—1)<We@) taw(@)+peo(w)

onde &(u) é a clase de “3! médulo 2 e w(u) é a clase de 1 moédulo 2.
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Demostracién. Polo corolario 3.4.9 e o corolario 3.4.10 temos

(a,b) = (up®,vpP) = (u,vpP)(p*, 0pP) = (u,0)(u, p°)(p*,0)(p*, p*)
= (u,0)(u, p)P(p,0)"(p, p)** = (u,0) (WP, p) (", p)(p, p)**

= (u,0)(ufo", p)(p, p)** = (u,v)(uPv", p)(—=1,p)*

= (

u, ) (uPo", p)((=1)*, p) = (u,0)((=1)"*ufo", p)

Imos entén calcular (u,v) e (u, p) conu,v € Zj,.

- Se p # 2, pola proposicion 3.4.3 (I), ux?> + py* — z* representa cero se e s6
se ux? — z? representa cero, é dicir, se e s6 se u é un cadrado. Asi (u,p) =
(11/p) polo corolario 2.3.10 (I). Por outra parte, polo corolario 3.4.9, a forma

ux? 4+ vy? — z? representa sempre cero, e asi (1,v) = 1. Polo tanto neste caso

(p #2)
(a,b) = (1, 0) ((~1)*ufo®, p) = ((—1)*ubo®, p) = ((~1)*7f5"/p)
= (—1/p)*(@/p)P(@/p)* = (1) (@/p)P(5/p)*

usando a proposicion 3.1.3.

- Se p = 2, de forma similar a como vimos na demostracién do teorema 3.4.8
(de feito un caso particular do visto ali), a forma 2x? + vy? — z? representa cero
seesésev=1 (méd 8)ouv=-1 (mobd 8), easi

,21

2v) = (-

Por outra parte, ux? 4+ vy? — z* representa cerose esése u =1 (mod 4) ou

v=1 (mébd 4) como vimos na mesma demostracion do teorema 3.4.8, é dicir
(u,0) = (-1)"7 7
De todo isto deducimos que (cando p = 2)

(a,b) = (w,0)((=1)PuP,2)((=1)"0",2) = (=1) 7 = (=1)P"s (=1)*s
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3.5. Formula produto

Sexa V = {p: p primo} U {oo} como na seccién anterior. Se a,b € Q*, denota-
remos por (a,b), o simbolo de Hilbert das imaxes de a e b en Q.

Teorema 3.5.1 (Férmula produto). Se a, b € Q*, verificase:

(I) (a,b), =1 para todo v € V salvo en grao sumo un nimero finito.

(1) TToev(a,b)o =1

Demostracién. Polo corolario 3.4.9 é suficiente tratar os casos nos que a e b son
—1 ou un ntimero primo. Cando v = p primo, aplicaremos o corolario 3.4.11
para estes casos particulares escribindo, como ¢ habitual, a = up* e b = u'pF
e utilizando tamén a notacion de e(u), w(u). Lembremos que cando v = oo,
(a,b) =1se,esd6se,a>0oub > 0.

m Casoa =b = —1. Tense

(=1, =1 = (-1) V0 =1
(—1,-1), = (=1)°(@/p)"(/p)" =1 sep #2
(=1, 1) =—1
Ademais, o produto é igual a 1.
= Casoa = —1,b=1con! primo.

—-Sel =2, tense

alu | Bl

p=2]0]-1][1]1
p#£2]0]-1]0]1

(=1,2); = (—1)- Ve _ 1
(_112)p = (_1)0@/?)0(7/}9)0 =1 sep#2=1
(-1,2)0 =1

—Sel # 2, tense
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alu | Bu
p=2 |0|—-1]0|!
p=1 |o]-1]1]1
p#£2,1]0]-1]0]1

(=1,1), = (—=1)sDe+0 — (1)) = (—1/I)  (proposicién 3.1.3 (II))

(
( )

(1,0, = (=1)"@@/p)°(W/p)" =1 sep#2,1
1

Ademais, o produto é igual a 1, pois (—1/1)(—1/1) = 1.

m Casoa=1,b=1conl,l'primos.
—-Sel = I, polo corolario 3.4.10, (I,1), = (—1,1), paratodov € V e
redtcese ao caso anterior.

-Sel #1l'esel =2, tense

xlu|pBlu
p= 07|11
p= 1/1]{0(2
p#21|0|1 |02

_1)8(1)8(1)+w(’) — (—1)“’(1) = (2/1) (proposicion 3.1.3 (1))

(

(L,2) = (-1)°(1/)°2/1)" = (2/1)

( (=1)°@/p)°(w'/p)° =1 parap#2,1
1

Ademais, o produto é igual a 1, pois (2/1)(2/1) = 1.

—Se [ e I’ son distintos e diferentes de 2, tense

alu|plu
p=2 ofrlofr
p=1 1]1]o]r
p=1 0|7 1]1
p#A2LI 0|1 0T
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(L1)2 = (—1)""

(L) = (= 1Y¥1ﬂ)(lﬂ)1=(V/D

(L1 = (=1)°(/1) /1)’ = /1)

(L1, = (1)°@/p)°(w/p)° =1 parap#2,L1I
(1,1 =1

pero pola Lei de reciprocidade cuadrdtica (teorema 3.1.4) tense

(/D)) = (—1)<O)

e polo tanto o produto é igual a (—1)2(e") = 1. Isto remata a demostra-

cion.

[ |
Lema 3.5.2 (Teorema de aproximacion). A imaxe de Q en [],.5 Q, é densa para todo
conxunto finito S de V.

Demostracién. Se S; C S, C V son finitos e Q é denso en [],cs, Q,, enton é

denso en [],cs, Q.. Asi podemos supofier xa que « € S. Sexan entén

S={pi, e Pn,0} (X1, X0, X)) € Qp, X ... X Q,, X R

Podemos multiplicar xi, ..., X,, X por un enteiro non nulo (pois en Q podemos
dividir por el), e asi podemos supofier x; € Z,, para todo i. Imos ver que para
todo ¢ > 0 e todo enteiro N > 0, existe x € Q tal que |x — xo| < &, V), (x —
x;) > N para todo i. Aplicando o Teorema chino dos restos, existe y € 7Z tal que
vy (y — x;) > N paratodoi = 1,...,n. Tomando agora un primo q # p; para
todo i, como o conxunto dos niimeros racionais da forma %, ateZ,t>0,¢é
denso en R, tomamos

4 N N

X =Y+ —P1-Pn

q

con a e t axeitados para que |x — x| < ¢, é dicir, tomamos a e t tales que
a Y — Xe €

— — <
g pt NPl

py

Proposicién 3.5.3 Sexa (4;);c; unha familia de elementos de Q*, e (T, »)ic1 vev uUnha

familia de nimeros todos eles iguais a £1. Entén existe b € Q* tal que (a;,b), =
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T,p paratodoi € [ etodo v € V se e s6 se se verifican as seguintes tres condicions:

(I) Todos os T;, salvo un namero finito son iguais a 1.
(I1) Paratodoi € I, [T ey Tip = 1.

(I11) Para todo v € V, existe b, € Q} tal que (a;,b,), = T;» para todo i € I.
Demostracion. A necesidade é clara: (I) e (II) dedtcense do teorema 3.5.1, e (I1I)
dedtcese tomando b, = b para todov € V.

Vexamos a suficiencia. Despois de multiplicar a; polo cadrado dalgin enteiro,
podemos supofer que os a; son enteiros.
Sexan
S = {v € V: v é factor primo de a; para algin i} U {2, 00}
T={veV:3eln,=-1}

Notese que estes conxuntos son finitos.

m Caso SN T = @. Poiamos

a=1]]! m=81]]1I

leT €S
I#00 1#£2,00

Posto que S N'T = @, os enteiros a e m son coprimos e, polo Teorema
de Dirichlet®, existe un nimero primo p = a (méd m) conp ¢ SUT.

Probaremos que b = ap ten a propiedade buscada, i.e.,

(a;,b)y =T, VYiel YoeV

Sexav € S. Tense T;, = 1 posto que SN T = &, e temos que comprobar
que (a;,b), = 1.

—Se v = oo, séguese de que b > 0.

—Se v é un primo [, temos b = 4> (m6d m), easi b = a*> (méd 8)
paral =2,eb =a®> (méd l) paral # 2. Posto que a observacién 2.2.15

garante que b e a son unidades [-adicas , polo corolario 2.3.10 isto proba

que b é un cadrado en Q; e temos (a;,b), = 1.

Sexav =1 ¢ S. Logo a; é unha unidade /-adica. Posto que I # 2 polo

corolario 3.4.11 tense

(ai, b)1 = (a;/1)"") Vb € Qf (3.2)
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onde v; é a valoracion [-adica (observacion 2.2.15).

-Sel ¢ TU{p}, b é unha unidade I-4dica, asi v;(b) = 0, e a igualdade
(3.2) mostra que (a;,b); = 1. Doutra banda, temos 7;; = 1 porque / ¢ T.
-Sel € T, temos v;(b) = 1. Ademais, pola condicién (III) existe b; € Q;
tal que (a;, b;); = 7;; para todo i € I. Posto que algtn dos 7;; é iguala —1
(xaquel € T), temos v;(b;)) =1 (mobd 2) pola igualdade (3.2), e asi

(al, ) ( /l) (61,‘, bl)l =T Viel

- Se | = p, dedticese dos casos anteriores usando a Férmula produto (teo-

rema 3.5.1):
(ai/b)p:H au HTIZJ:

vFEp vFp
Logo o caso SN T = & queda probado.

= Caso xeral. Sabemos que (Q})? é un subgrupo aberto de Q (corolario
2.3.12), e usando a observacién 2.2.17, obtemos que bv((@;j)2 tamén é aberto
en Q, (xa que b,- resulta homeomorfismo). Entén, polo Teorema de aproxi-
macion (lema 3.5.2), existe b’ € Q* N [T,es bp(Q2)? ; é dicir b’ € Q* tal que
b, 'V € (Q:)? paratodov € S.
En particular (a;,b"), = (a;, b,(b, V")), = (a;,by), = T,y paratodov € S
pola proposicion 3.4.2 (II). Entén, se pofiemos #; , := T;,(a;, V'), tense

Niv = ([11', b/)v(ﬂi, b/)v = (Lli, b/)?zj =1 VYoves
easi SN T = @ (referindonos aos S, T correspondentes a (7;,)icrvev)-
Ademais, a familia (77; ; )ie10cv Verifica as condicions (I), (II) (como conse-
cuencia do teorema 3.5.1)) e (III) (pois (;, = (ai, b,b") por corolario 3.4.9).
Polocaso SNT = @, existe y € Q* tal que (a;, ), = 1;, paratodoi € I e
para todo v € V. Se poftemos b := yb’ € Q, b verifica
(ai,b)o = (a1, y)o(ai, V' )o = ip(ai, V') = To(a, V') =T Vicl YoeEV
onde usamos o corolario 3.4.9, concluindo a demostracion.

*O Teorema de Dirichlet afirma que se a,m son enteiros coprimos, entén existen infinitos

primos da forma a + Am con A € Z. Unha demostracién pode verse en [6, Chap. VL4, Th.2].
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Capitulo 4

Formas cuadraticas sobre os numeros

p—adicos e sobre os nimeros reais

4.1. Formas cuadraticas sobre os corpos p—adicos

Definicién 4.1.1 Sexa q unha forma cuadratica non singular sobre un Q,—
espazo vectorial W de dimensién n. Sexa E = {ey, ..., e,} unha base or-
togonal de W e sexa a; := b,(e;, ¢;) (asi o discriminante de g é [T, a; €
Q;,/(Q;)?) denotando tamén por a; a clase de a; (m6d (Q;)?). Definese

e(q,E) :=[J(ai,a;) € {-1,1} (sen=1,¢e(q) =1)

i<j

onde (a;, a;) é o simbolo de Hilbert (proposicion 3.4.2 (II)).

Proposicién 4.1.2 ¢(q, E) non depende da base ortogonal E elixida, e polo tanto
podemos denotalo por (7).

Demostracion. Se n = 1, (g, E) = 1 para toda base ortogonal E de W.

Sen = 2,¢(q,E) = 1 se e so6se ajx? + ay*> — z? representa cero. Polo coro-
lario 1.2.10, isto é equivalente a que a;x? + a,° represente 1. Isto é a stia vez
equivalente a que exista w € W tal que g(w) = 1, e isto non depende da base
elixida.

Sexa agora n > 3. Usaremos a inducién en n. Sexan E = {ey,...,e,}, E' =

{e}, ..., e, } dtias bases ortogonais de W e vexamos que €(q, E) = (g, E’). Polo
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teorema 1.1.14 basta probalo para o caso no que E e E’ sexan contiguas (definicién
1.1.13), xa que a sucesién que se constrie nel é finita. Supofiamos entén que
E, E' son contiguas e sexa e, = e,, un elemento en comun. Pola proposicion 3.4.2
(I), e(g, -) resulta invariante por permutaciéns na base considerada, polo que
podemos supoiier sen perda de xeneralidade que e; = ¢}.

Pofiamos a; = b,(e], e;) para todo i. Usando os corolarios 3.4.9 e 3.4.10 e tendo

en conta que d = a;...a, = kaj...a;, k € (Q;)* é o discriminante de g obtemos

e(q,E) = [ [(ai,a)) = [(a1,a)) T (a1, 9) = (a1,82...a,) ] (ai,a;)

i<j 1<j 2<i<j 2<i<j
= (a1, mmay...an) [ (ai,a;) = (ay,dar) T (ai,a5)

2<i<j 2<i<j

e analogamente,

(q,E') = (ar,dar) ] (a,a)

2<i<j
Se agora aplicamos a hipétese de inducién a (e, ..., e,) e (€}, ..., €},), que son o
mesmo espazo vectorial, pois ambos son o ortogonal de (e;) = (¢}) , tense

I (aa) =TT (ai,a)

2<i<j 2<i<j

e séguese o resultado. |

Observacién 4.1.3 Lembremos que |Q;/(Q;)*| = 4sep # 2e |Q;/(Q;)*] = 8
(corolario 3.4.11). Para todo a € Q;/(Q;)?, sexa

Hy:={beQ,/(Q)* (a,b) =1}

Entén polo teorema 3.4.8, se p # 2, |Hi| = 4, |H,| = 2 paratodo 1 # a €
Q;/(Q;)* esep=2,|H | =8,|H,| =4 paraa # 1.

Lema 4.1.4 Sexan a,a’ € Q;,/(Q;)?

(I) Existe b € Q;/(Q;)* tal que (a,b) =1 = (a',b).Se 1 # a € Q;/(Q;)?, entén
existe b € Q,/(Q;)* tal que (a,b) = —1.

(1) Se a # a’ son ambos distintos de 1 en Q;/(Q;)? entén existe b € Q;/(Q;)?
tal que (a,b) = —1 = (', D).

(II1) Se 1 # a’ # a, entén existe b € Q;,/(Q;)* tal que (a,b) =1, (a',b) = —1.
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Demostracion. (1) Témese b = 1.

(I1) Se p # 2, |H,| = 2 = |Hy| e o ntimero de elementos de H, U H, é < 3
pola observacion 4.1.3. Asi existe b € Q;/(Q;)*> — (H, UHy).Sep =2a

demostracién é analoga.

(III) Supofiamos p # 2. Se a = 1, basta tomar b tal que (a’,b) = —1 (existe
polo apartado (IT)). Se a # 1, temos |H,| = 2 = |Hy|. Ademais H, # Hy
(se H, = Hy entén (a,¢) = (a,c) para todo c e asi (ad’,c) = (a,c)*> =1
para todo ¢, o cal non é posible por (Il), xa que aa’ # 1:Q;/(Q;)* ~
727 x Z]2Z polo corolario 3.4.11 (I) e asi o inverso de todo elemento
é el mesmo; como a # a/, aa’ = 1). Asi pois, existe b € H, — Hy. A

demostracién cando p = 2 é similar.

|
Proposicién 4.1.5 Sexa g unha forma cuadratica non singular de rango n sobre
Q. d € Q;/(Q;)? o seu discriminante e & = ¢(q) (definicion 4.1.1).

(I) Sen = 2, g representa cero se e sé sed = —1.
(II) Se n = 3, q representa cero se esd se (—1, —d) = «¢.
(ITT) Se n = 4, g representa cerose es6sed # lou{d=1e(-1,—1) = ¢}.

(IV) Se n =5, g sempre representa cero.

Demostracién. Podemos supofier = a1x% + ... + a,x2.
(I) Xa visto na observacion 1.2.9.

(II) g representa cero < —asq representa cero < —asd X7 — A3l X5 — X3 repre-
senta cero, e pola definicién do simbolo de Hilbert, isto equivale a que

(—azay, —azay) = 1. Polo corolario 3.4.9 e a proposicién 3.4.2 (IV)

(—azay, —azay) = (—1, —aszay) (a3, —asa,)(ay, —azay)

= (=1, -1)(=1,a3)(—1,a2)(as, —as) (a3, a2) (a1, —1) (a1, a3) (a1, a2)
= (-1, -1)(=1,a1)(—1,a2)(—1,a3) (a1, a2) (a1, a3) (a2, a3)

= (=1, -1)(=1,maa3)e(q) = (=1, -1)(=1,d)e(q) = (-1, —d)e(q)

e asi

(—azay, —azay) =1 < (—1,—d) = ¢(q)
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(II1) Polo corolario 1.2.11, g representa cero se e sO se existe un elemento b €
Q;/(Q;)* que esta representado polas dtas formas
alx% + a2x§ — a3x§ — a4xﬁ

Polo corolario 1.2.10, a;x? + a,x3 representa b se e s6 se a1x? + ax3 — bz?

representa cero. Polo caso n = 3 xa probado, isto equivale a

(—1, alﬁlzb) = (ﬂl,(lz)(al, —b)(ﬂz, —b) (41)

Como
(—1, alﬁlzb) = (—1, [Zlaz)(—l, b)

e
(511,112)(511,—19)(02, —b) = (al,az)(alaz, —b) = (611,612)(61102, —1)([11&12, b)

(4.1) é equivalente a

(=1,b) = (a1,a2) (4142, b) (4.2)
e como (a1a,b) 1 (=1,b) = (a1a2,b)(—1,b) = (—a1a,b), (4.2) é equiva-
lente a
(—aay, b) = (a1,a,) 4.3)
Analogamente, —a3x3 — a4x3 representa b se e s6 se
(—azay, b) = (—a;, —ay) (4.4)

Se aya; = azay e (a1, ay) # (—az, —ay), claramente non existe b verifican-
do (4.3) e (4.4). Nos demais casos si existe polo lema 4.1.4 (n6tese que p.e.
se (a1,a;) = —1, para aplicar o lema 4.1.4, necesitamos que —aia; # 1,
pero como —1 = (ay,a4,) = (a1, —a1az) polo corolario 3.4.10, deduci-
mos que —a1a; # 1). Asi pois g representa cero se e sé se a14; # a3dy
(é dicir, d = ayaraza; # 1 en Q;/(Q;)Z), ou (cando aya, = aza,) se
(a1,a;) = (—a3, —ay). Esta tltima condicion é equivalenteae = (—1, —1)

(cando a1a, = asay), xa que

as,ay)(asay, asas) = (a1,a2)(as,a4)(—1,aza4)
(—a3,a4)(—1,a4)) (=1, a3a4) = (a1,a2)(—as, a4)(—1, asa})
(—as, —as)(—as, —1))(=1,a3) = (a1, a2)(—a3, —as)(—1, —a3)
—as, —ﬂ4)(—1, —1)
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(1v)

Supofiamos primeiro p # 2.Sexa g = go+ pqi1, coa notacién da proposicion
3.4.3. Podemos supofier (de novo con dita notacién) que r > n—r, xa que
en caso contrario substituimos g por pq (xa que se unha representa cero
a outra tamén), e pq = pqo + p*q, € equivalente a pgo + g1, xa que verifica
(reordenando as variables) » > n — 3. Con esta notacion, n > 5 =r > 3

e asi o resultado dedtcese do corolario 3.4.5 e da proposicion 3.4.3 (I).

Supofiamos agora p = 2. Como vimos ao principio da demostracién do
caso n = 4 (ecuacion (4.3)), unha forma cuadrética non singular de ran-
go 2 representa b € Q3/(Q3)* se e s6 se (—d,b) = &.Se —d # 1, como
|H 4] = 4,]Q3/(Q3)?| = 8 pola observacién 4.1.3, ao menos (—d,b) = ¢
para catro elementos b € Q;/(Q3)?. Se —d = 1, ent6n a forma represen-
ta cero para o caso n = 2 xa visto, e asi representa todos os elementos
de Q;/(Q3)% En ambos casos, a forma (de rango 2) representa a0 menos
catro elementos e asi a forma g (de rango 5) tamén. En particular g re-
presenta algtin elemento a con 0 # a # d. Polo corolario 1.2.10, podemos
supofier 4 = ax? + q'(xa, ..., x5). O discriminante de g’ ¢ ¢ # 1, e asi ¢’

representa cero polo caso n = 4 xa probado, e por tanto g representa cero.

Corolario 4.1.6 Sexa g unha forma cuadrética non singular de rango n sobre Q,,
a € Q,/(Q;)* Enton

(1) Se
(I1) Se
(1) Se
(IV) Se

feito,
4.1.5).

n =1, qrepresentaaseesbsea =d.
n =2, qrepresenta aseesbse (—d,a) =e.
n=23,qrepresentaaseesése —d #aou{—d=ae(—1,—d) =¢}.

n = 4, g sempre representa a.

Demostracién. Dedtcese facilmente da proposicion 4.1.5 e do corolario 1.2.10 (de

0 caso n = 2 xa se viu na demostraciéon do caso n = 4 da proposicién
|

valen

Teorema 4.1.7 Dtias formas cuadraticas non singulares sobre Q, son equi-

mo invariante ¢.

tes se e so se tefien 0 mesmo rango, 0 mesmo discriminante d e o mes-




54

CAPITULO 4.

Demostracion. Xa sabemos que dias formas cuadréticas equivalentes sobre Q,
tefien os mesmos invariantes. Para ver o reciproco, sexan gi,q, ddas formas
cuadréticas de rango n co mesmo d e €. Faremos a demostracién por inducién
en n. O caso n = 0 é claro. Polo corolario 4.1.6, q; e g, representan os mesmos
elementos de Q;/ (Q;‘,)z. Sexa entén b € Q;, representado por g; e g,. Polo co-
rolario 1.2.10, g1 e g, son respectivamente equivalentes a bx? + g (xa, ..., x,),
bx? + g5 (xa, ..., x,). Temos

bd(q1) = d(q1) = d(q2) = bd(42)
easid(q)) = d(q,). Enton tamén e(q;) = €(g5) xa que

e(q1)(b,d(q1)) = e(q1) = e(q2) = e(q2) (b, d(q3)) = e(q5) (b, d(q1))

Como ¢}, g5 tefien rango n — 1, vemos que son equivalentes pola hipdtese de

inducién, e asi 41, 4> son equivalentes. [ |

4.2. Formas cuadraticas sobre os nimeros reais

Sexa QQ unha forma cuadratica non singular de rango n sobre R. Como todo

ntmero real é un cadrado ou o oposto dun cadrado, eliminando cadrados pode-

mos atopar unha base ortogonal na que g = x} + ... + x2 — x2; — ... — x%,_ con
r+s=h.

Teorema 4.2.1 (7, s) é independente da base elixida.

Demostracion. Sexa {ej, ..., e, } unhabase onde g = x7+...+x2 —x2; —...—x2

2 2
r+1 r'+s't

pe.quer < r.Entén ' + s > n co que (e,41,...,es) N (e}, ...,e.) # 0. Pero se
0# w e (er41,...,65), temos g(w) > 0ese 0 # w € (e}, ...,e,) temos q(w) > 0,
o cal é unha contradicién. [ |

e {e},...e,} unha base onde g = x? + ... + x> — x — x2, . Supofiamos

Definicién 4.2.2 Chdmase signatura de g ao par de nameros naturais (7, s).

Corolario 4.2.3 Duas formas cuadréticas non singulares (de rango ) sobre R son

equivalentes se e sO se tefien a mesma signatura.
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| Demostracion. Unha implicacion é a do teorema 4.2.1 e a outra inmediata. W

4.3. Apéndice: Formas cuadraticas sobre corpos fini-

tos

Ainda que non o necesitamos para esta memoria, estudaremos as formas cua-
draticas sobre corpos finitos, xa que a stia clasificacion é moi facil.

Sexa r a potencia dun niimero primo impar p, e sexa K o corpo de r elementos.
Proposicién 4.3.1 Sexa q unha forma cuadratica sobre K de rango n.

(I) Se n = 2, g representa todos os elementos de K*.

(I) Sen > 3, q representa todos os elementos de K.

Demostracion. Supofiamos 1 = 2 e tomemos a € K*. A forma g —az? é de rango
3 e polo corolario 3.2.3 (II) representa cero. Asi, polo corolario 1.2.10, q representa
a.

Supofiamos n > 3. Podemos escribir g = g; + > como suma de dtas formas
cuadréticas de modo que g; tefia rango 3. Logo, g1 representa cero (corolario
3.2.3 (II)) e pola proposicion 1.2.8 g, representa todos os elementos de K. Asi, g
representa tédolos elementos de K.

|
Proposicién 4.3.2 Sexa g unha forma cuadratica non singular de rango 7 sobre K
con discriminante d € K*/(K*)?. Enton

x4+ x2  +x2 sede (K¥)?

x4+ +dx?: osed & (K¥)?
Demostracion. Usaremos inducién en n. Se n = 1 é claro. Supofiamos n > 2.
Entén, pola proposicion 4.3.1 q representa 1, e polo corolario 1.2.10 temos q ~
x3 + g1, onde g; é unha forma de rango 7 — 1 co mesmo discriminante. Logo

podemos aplicar a hipétese de inducién a g;. u
Corolario 4.3.3 Duas formas cuadréticas g, 4'sobre K son equivalentes se, e s se,
tefien 0 mesmo rango e o mesmo discriminante d.

| Demostracion. Séguese da proposicién 4.3.2. u
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Capitulo 5

Formas cuadraticas racionais

Sexa g = a1x% +...+4a,x% unha forma cuadratica non singular de rango n sobre
Q. Sexa V. = {p: p primo} U {oo}. Na definicion 4.1.1 definimos un invariante
€ = 1 <j(ai, a]-)v asociado a forma cuadratica ¢, obtida via a inclusion Q — Q,
cando v = p. No caso v = co, podemos escribir g, = x? + ...+ x2 —x2 | — ... —x2
conn = r + s (sendo (r,s) a signatura de g,). Usando o simbolo de Hilbert en R
(definicién 4.1.1) podemos definir o invariante ¢ de g., similarmente ao caso v = p.

Como (—1,—-1)e = —1,—(1,1) = (1,—1) =1, tense

Notese que tamén o discriminante estd determinado por s, xa que do () = (—1)°.

Asi pois, a signatura de g., determina os invariantes d, € €.
Temos tamén que 0 homomorfismo canénico Q*/(Q*)? — Q:/(Q})*levad(q)

en d,(q). Asi mesmo, a férmula produto (teorema 3.5.1) ddnos

HSU(Q) =1

veV

Teorema 5.0.1 (Hasse-Minkowski). Unha forma cuadratica non singular g

sobre Q representa cero se e s6 se g, representa cero para todov € V.

Demostracién. Se g representa cero, claramente g, tamén para todo v € V. Ve-

xamos o reciproco. Podemos escribir

2 2 *
g=mx]+..+ax, a,..a, €Q
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Substituindo g por 4,4, podemos suporier

2 2 2
q=x]+ ax5 + ... +a,x; ai,..a, €Q*

» Cason = 2. Temos g = x3 — ax3. Como g representa cero, a > 0. Consi-

deremos a factorizacién en primos distintos
~ [Ty
a=11pr
p

Como g, representa cero, isto implica que a é un cadrado en Q,, e asi
v,(a) é par para todo p polo corolario 2.3.10. Asi a é un cadrado e entén g

é equivalente a x? — x3, que claramente representa cero.

Caso n = 3. Poflamos g = x? — ax3 — bx3 como no caso anterior. Multipli-
cando por denominadores ao cadrado e eliminando cadrados, podemos
supofier que a,b € Z e que son libres de cadrados, i.e., v,(a),v,(b) €
{0, 1} para todo primo p. Cambiando de orde as indeterminadas se é ne-
cesario tamén podemos supoiier |a| < |b|. Demostraremos o caso n = 3
por inducién en m = |a| + |b].

/

Sem = 2,9 = x? + x4 £ x2 onde ao menos hai un signo “—" (como
g TEpresenta cero, o caso x7 + x3 + x3 non ocorre), e asi claramente g

representa cero.

Sexam > 2. Asi

b| > 2.Sexa b = £p;...p; cos p; primos distintos. Imos
ver que a é un cadrado (méd b). Para isto é suficiente ver que 4 é un
cadrado (méd p;) para todo i, xa que Z/(b) = T1Z/(p:) polo Teorema chino
dos restos. Sexa i € {1,...,t}.Sea =0 (modd p;) o resultado é claro. En
caso contrario, a € Z;,. Sexan &, 8,7 € Q,, tales que 7* — aa® — bp* =
0, que existen por hipétese. Podemos supofer que «,f,y € Z, e que
algtin deles non é multiplo de p; (como ao principio da demostracién da
proposicién 3.4.3). Como p; | b, temos 7> —aa®> = 0 (mod p;). Temos
enton que « Z 0 (m6d p;) (do contrarioy =0 (moéd p;), asi p* | bB?
co que p; | B e asi p; divide a a, B e ). Polo tanto a = (¥)> (mod p;) é
un cadrado (méd p;).

Como a é un cadrado (méd b), existen enteiros ¢, b’ tales que

?—a=bb
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onde podemos tomar 0 < t < b e asi (cambiando ¢ por b — t que tefien o
mesmo cadrado (méd b) podemos tomar 0 < |t < ‘%' Ademais t* — a #
0, pois a2 non é un cadrado en Z, e asi b’ # 0. Tamén é claro que o signo

de V' coincide co de b xa que t* — a > 0.

Asibb’ = t* — g é anorma dun elemento da estension de corpos Q[/4]|Q
(e asi de Q,[v/4]|Q,). De aqui deducimos que b é unha norma se e s6 se
b’ 0 é, e por tanto, como vimos na observacion 3.4.7, ¢ = x3 — ax3 — bx3
representa cero en Q (respectivamente Q,) se e s6 se g’ := x7 — ax3 — b'x3
representa cero en QQ (respectivamente Q) (0 caso v = oo dedtcese de
que b e b’ tefien 0 mesmo signo). Asi pois g’ representa cero en Q, para
todo v. Ademais, || = ]tzT’“\ < % + 1 < b (nétese que as desigualdades

débense respectivamente a que |f| < ‘Zﬂ e bl >2).

Sexa b’ = b"c?® con b" libre de cadrados. Seguimos tendo |b"| < |b| e
claramente g4’ representa cero en Q (respectivamente Q,) se e s6 se " :=
x? — ax3 — b"x3 representa cero en Q (respectivamente Q,). Aplicando a

hipétese de inducién, g” representa cero en Q e asi g tamén.

Caso n = 4. Podemos escribir g = ax? + bxs — (cx3 + dx3). Sexav € V.
Como g, representa cero, existe t, € Q* representado por ax? + bx3 e por
cx3 + dx3 (corolario 1.2.11). Isto é equivalente a

(—ab,t,), = (a,b),
(—cd, ty)y = (c,d)y

(para v # oo polo corolario 4.1.6 (II) e 0 caso v = co comprdbase de forma
directa caso a caso). Como [,y (a,b)y, = 1 = ey (c, d), polo teorema

5.0.1, usando a proposicion 3.5.3 obtemos que existe x € Q* tal que

para todov € V.

A forma ax? + bx3 — xz°

representa cero en cada Q,, pois pola
proposicion 4.1.5 representa cero se e s6 se (—1,—d), = &, é di-
cir, se e s6 se (—1,abx), = (a,b),(a, —x),(b, —x),. Isto é equivalen-

te a (—1,ab),(—1,x), = (a,b),(ab,—x),, que & stia vez equivale a
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(ab, —x),(ab, —1),(—1,x) = (a,b),, é dicir, (ab, x),(—1,x), = (a,b), ou
equivalentemente (—ab, x), = (a,b),, que é aigualdade que tinamos. Po-
lo caso n = 3 xa probado, entén ax? 4+ bx3 — xz? representa cero en Q. Asi
ax? + bx3 representa x en Q polo corolario 1.2.10. Analogamente cx3 + dx3

representa x en Q. Polo corolario 1.2.11, g representa cero en Q.

Caso n > 5. Faremos a demostracién por inducién en n. Sexa g = a;x? +
... +a,x2 e escribamos ¢ = R — S, onde R = a1x? + a,x5 e S = —(a3x3 +
... + a,x%). Consideremos o conxunto finito U := {p: p primoe Ji >
3,vp(a;) # 0}U{2,00} C V.Sexav € U.Posto que g, = R,—S, representa
cero, polo corolario 1.2.11 (I)< (II) existe a, € Q que esta representado
por R, e S, é dicir, existen x{ € Q, paratodoi =1, ..., n tales que
Ry(x{,x5) = a, = Sy(x5, ..., X))
Usando a observacién 2.2.17, obtemos que a,(Q:)? é aberto en Q, por ser
(Q})? un subgrupo aberto de Q; (xa que 4,- resulta homeomorfismo), e
ademais “elevar ao cadrado” é continua (é a composiciéon da diagonal
coa multiplicacién, ambas continuas) polo que R,: Q> — Q, é unha apli-
cacion continua. Logo, A, := R, (a,(Q})?) é un aberto de Q2. Pola densi-
dadede Qen]],.;; Q, garantida polo Teorema de aproximacion (lema 3.5.2),
temos que Q™ é denso en ([],.; Q,)" para calquera enteiro positivo m.

Entén, vemos que

@ n[JA #2

veld
e asi existen x1, x, € Q tales que (x1,x2) € A, para todo v € U. Logo
a:= R,(x1,x,) estien Qea € a,(Q})? paratodov € U.

Consideremos a forma cuadratica

g =az* — S = az® + azx3 + ... + a,x>
Se v € U, q' representa cero en Q, xa que S representa a, en Q,, e entén

tamén a, pois aa, ! € (Q:)>.

Sep ¢ U, entén v(—a;) = 0 para todo i = 3,...,n e asi os coeficientes

—a; de S, son unidades p-adicas, e asi tamén o é o seu produto, que é
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o discriminante de S,, d(S,). Posto que p # 2, o corolario 3.4.11 (I) ga-
rante que (—a;, —a;) = 1 para todo i,j > 3 e obtemos &(S,) = 1. Asi,
dq)) = —ad(S,) = —aee(g)) = (a,-d(S,))e(g) = (a,~d(S,)) =
(a,—1) (ver o célculo na demostracion da proposicién 4.1.2). Se n = 5
entén (—1,—d(q,)) = (-=1,a) = (a,—1) = &(q') ese n = 6 entén en
caso de que d(q,) = —a =1, tense ¢(q,) = (4, —1) = (-1, —1). Usando
a proposicién 4.1.5 (II), (III) obtemos que S, representa cero en Q, para
n =5,6.5en > 7, entén xa é inmediato por proposicion 4.1.5 (IV); asi g’
tamén representa cero en Q, paran > 5.

En calquera caso, vemos que ¢’ representa cero en Q, para todov € V e
posto que g’ ten rango n — 1, usando a hipétese de inducién, deducimos
que g’ representa cero en Q; é dicir, S representa a en Q (corolario 1.2.10).
Como ademais R representa a en Q deducimos que 4 = R — S representa

cero en Q (corolario 1.2.11), como queriamos probar.

|
Corolario 5.0.2 Sexa a € Q*. Unha forma cuadratica racional non singular g re-
presenta a en QQ se e s se representa a en (Q, paratodov € V.

| Demostracion. Apliquese o teorema 5.0.1 a az* — q. u

Corolario 5.0.3 Unha forma cuadrética racional non singular de rango > 5 repre-
senta cero en Q se e s6 se representa cero en R.
| Demostracion. Teorema 5.0.1 e proposicion 4.1.5. n

Corolario 5.0.4 Duas formas cuadraticas racionais non singulares g, ¢’ son equi-
valentes sobre (Q se e s6 se 0 son sobre Q, para todov € V.

Demostracion. Supofiamos que g e q’ son equivalentes sobre Q, para todo v.
Claramente g e g’ tefien 0 mesmo rango 7. Faremos inducién en n. Se n = 0 é
claro. Supofiamos n > 0. Ent6én existe 2 € Q* representado por g e asi tamén
por g’ polo corolario 5.0.2. Polo tanto g é equivalente a unha forma az®> + R e
g’ aaz’> + R con R e R’ de rango < n (corolario 1.2.10). Polo teorema 1.2.12, R é

equivalente a R’ sobre cada Q,. Pola hipétese de inducién, R é equivalente a R’

sobre Q. De novo polo teorema 1.2.12, q é equivalente a g’ sobre Q. |

Corolario 5.0.5 Duas formas cuadraticas racionais non singulares son equivalen-
tes se e sO se tefien 0 mesmo rango, a mesma signatura, o mesmo discriminante

(moédulo cadrados) e para todo v € V 0 mesmo invariante ¢,
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I Demostracion. Dedtcese do corolario 5.0.4, o teorema 4.1.7 e o corolario 4.2.3. W
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